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1 Inledning

Ansvarsfull hantering av garanti- och utlaningsverksamhet bor vila pa principer och
regelverk som synliggor verksamhetens engagemang och kostnader samt fraimjar ett sunt
risktagande utan inslag av onddigt héga eller svarhanterliga risker.

I denna rapport riktas fokus pa det analytiska ramverk som utgdr grunden f6r Riksgildens
berikning av risken for stora forluster 1 statens garanti- och utlaningsportfolj. Syftet dr att pa
ett Oppet och tydligt sitt forklara de metodval och avvigningar som ligger till grund f6r de
beridkningsresultat som presenteras 1 den arliga rapporten Statens garantier och utlaning — en
riskanalys.

I rapporten presenteras ett antal grundliaggande definitioner och faktorer som utgor
stommen for en portféljbaserad modell. Tonvikt fists hir vid betydelsen av en konkret och
indamalsenlig fragestillning som utgangspunkt for framtagandet av en modell. Direfter
presenteras de metodval, antaganden och data som anvinds, utifran de specifika
forutsittningar som aterspeglas i statens garanti- och utlaningsportfolj, i Riksgdldens
skattning av statens oférvintade forluster.

Riksgildens utvecklingsarbete visar att det dr maojligt att utforma en stringent, omfangsrik
och dndamalsenlig portféljmodell med timligen enkla medel. I praktiken med stéd av de
rating- och sektorbaserade data som de internationella kreditvirderingsinstituten
sammanstiller. Kombinationen av en omfangsrik men likval enkel modell kommer dock inte
utan en kostnad, dir det med ansatsen foljer ett antal begransningar. Modellen, och de
resultat den genererar, ska darfor fraimst ses som en fordjupad beskrivning av risken f6r
stora fOrluster i statens garanti- och utlaningsportfolj. Resultaten utgor i mindre grad ett matt
pa risken, dven om de atminstone ger en indikation om stotleken pa mindre sannolika
forluster.'

I Forfattaren vill tacka Johan Klass, Ann-Christine Hagelin, Magnus Thor, Mikael Hakansson och Erik Jansson for
virdefulla synpunkter och redaktionellt stdd. Eventuella fel dr givetvis forfattarens ansvar.
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lllustrativ sammanfattning av portféljmodellen

I figuren nedan illustreras portféljmodellen med hjilp av ett exempel gillande en portfolj
med fyra stycken garanti- och lantagare. Portfljen dr exponerad mot tva olika sektorer,
sektor A och B, med tva garanti- och lantagare i respektive sektor.

Figur 1 Berakning av oforvantade forluster i statens garanti- och utlaningsportfolj

| Tillstdndet i den allménna ekonomiska utvecklingen |
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2 Berakningarnas utgangspunkt i
fundamental kreditriskanalys

Det dr i praktiken ingen mening med att titta pa detaljerna i en modell utan en god forstielse
for, och ett foljdriktigt forhallningssitt till, de grundliggande resonemang och samband som
modellen bygger pa.

2.1 Begrepp och definitioner
Det finns grundliggande faktorer och etablerade begrepp utgér en metod- och

begreppsmassig plattform for kreditriskanalys, bade for enskilda engagemang och en
portfol;.

Fallissemang

I hindelse av att en garanti- eller lintagare inte fullgdr sina skyldigheter enligt villkoren f6r
atagandet intriffar ett sa kallat fallissemang (vilket pa engelska benamns “Default” med
notationen D). I regel omfattar begreppet fallissemang en mingd olika kredithindelser, allt
ifran en forsenad betalning till ett konkursférfarande.

Fallissemang ir en binir hindelse. Antingen intréffar ett fallissemang eller sa intriffar det
inte — nagra andra utfall finns inte.

Exponering

Exponering dr den maximala férlust som skulle kunna ske om garanti- eller lantagaren blir
foremal for ett fallissemang (detta kallas pa engelska "Exposure at Default” och forkortas
EAD). I de flesta fall dr exponeringen densamma som garanti- eller lanebeloppet och
hanteras som en konstant.

Sannolikhet for fallissemang

Vid tidpunkten f6r ndr en garanti eller ett lan utfirdas rader osidkerhet kring om garanti- eller
lintagaren kommer att fullgéra sina forpliktelser eller ej. Fallissemang kan darfor betraktas
som en slumpmissig hindelse.

En central del i en kreditriskanalys ar darfér en framatblickande bedomning av
sannolikheten fo6r att garanti- eller lantagaren blir f6remal for ett fallissemang (denna

sannolikhet bendimns ”Probability of Default” pa engelska, som férkortas PD).
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Sannolikheten for fallissemang beror pa garanti- eller lantagarens kreditvirdighet.” Eller med
andra ord, garanti- eller lintagarens vilja och férmaga att fullgér sina dtaganden i tid.

Hindelsen fallissemang kan formaliseras med hjilp av en indikatorvariabel, D, som tillhér en
Bernouilliférdelning, D~Ber(p), med féljande tithetsfunktion.’

D =

{1 med sannolikheten p (1)

0 med sannolikheten 1 —p

Samband (1) innebar att indikatorvariabeln antar virdet ett (fallissemang) med sannolikheten
for fallissemang, p. For utfallet noll (ej fallissemang) giller i stallet sannolikheten for det s.k.
komplementet, 1 — p.

Forlustgrad givet fallissemang

Hur stor forlusten blir givet ett fallissemang beror inte bara pa exponeringen, utan dven pa
hur mycket som kan atervinnas av det utbetalda beloppet.

Atervinningen paverkas 1 hog grad av villkoren for fordran. Det giller framfor allt i vilken
man fordran har férmansritt eller ej. Facktermen som anvinds ér vilken prioritet en fordran
har (till exempel sakerstilld, oprioriterad eller efterstilld fordran). Ju hogre prioritet, desto
bittre formansritt och dirmed storre chans att, helt eller delvis, fa igen utbetalda pengar i
hindelse av ett fallissemang.

Den andel av exponeringen som gar forlorad efter hansyn till atervinningar kallas
forlustgraden givet fallissemang (vilket pa engelska bendmns “Loss given Default” med
notationen LGD). Eftersom det pa férhand dr osikert om en édtervinning kan géras och hur
stor den blir hanteras forlustgraden givet fallissemang som en slumpvariabel.

I matematiska termer kan forlustgraden givet fallissemang uttryckas som komplementet till
atervinningsgraden givet fallissemang ("Recovery Rate” pé engelska med férkortningen RR)
— vilken star for den procentuella andelen av det garanterade eller utlinade beloppet som
garanti- eller langivaren atervinner givet ett fallissemang.

LGD =1—RR 2
2.2 Forlustvariabel

Utifran de definitioner och antaganden som presenterats kan utfallet for en garanti eller ett

lin med kreditfrisk formaliseras med hjilp av en forlustvariabel, L (f6r ”Loss” pd engelska).

2 Till exempel garanti- eller lintagarens rating.

3 En alternativ notation ir Pp(d) = p% X (1 — p)*~¢, dir d € {0,1}.
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L = EAD x D X LGD 3)

Motsvarande forlustvariabel for en portfolj med n stycken garantier och lan dr summan av
de enskilda garantiernas och lanens forlustvariabler.

Lpp = ?:1 L; “4)

2.3 FOrlustfordelning

En forlustférdelning dr en beskrivning av sannolikheterna for de férluster som kan ske, fran
ingen forlust alls till att forlora hela exponeringen och alla utfall ddremellan. Utifran
torlusttordelningen kan olika statistiska moment beraknas, bland annat for att bestimma
olika riskmatt.

Forlustfordelningen for en garanti- och utliningsportfolj kinnetecknas av dels att den ar
koncentrerad kring mindre forluster och sedan ar asymmetriskt fordelad (s.k. skevhet), dels
att sannolikheten for stora forluster avtar laingsamt (s.k. kurtosis). Den senare egenskapen
innebar att forlustférdelningen har en ”fet svans”.

2.4 Forvantad forlust

I hanteringen av statens garantier och utlaning med kreditrisk dr foérvantad forlust ett
nyckelbegrepp ("Expected Loss” pa engelska med férkortningen EL). Den férvintade
forlusten motsvarar kostnaden med att utfarda garantier och lan. Eller mer exakt, den
genomsnittliga kostnaden om en garanti eller ett lan utfirdas ett odndligt antal ganger.

Den forvintade forlusten utgdrs av forlustvariabelns vintevirde, E'(L). Utifrin ett forenklat
antagande om oberoende mellan indikatorvariabeln, D, och forlustens storlek efter
atervinningar, LGD, berdknas den férvintade forlusten som produkten av respektive
slumpvariabels vintevirde.

I och med antagandet om att indikatorvariabeln tillh6r en Bernouilliférdelning kan
vintevirdet bestimmas med hjilp av definitionen av ett vintevirde for en diskret
slumpvariabel.4

ED)=1xp+0x(1—-p)=p (5)

Eftersom fordelningen for forlustgraden givet fallissemang inte specificerats anvinds

notationen E(LGD) som ett generellt uttryck for vintevirdet.

4 Xk X X Py
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Med kinnedom om respektive vintevirde fas ett analytiskt uttryck for den forvintade
forlusten for en enskild garanti eller ett enskilt lan.

E(L) = EAD X p X E(LGD) ©)

For en portfdlj med garantier och lan beriknas den foérvintade forlusten genom att summera
de enskilda garantiernas och lanens férvintade forlust.

E(Lpp) = X2, E(Ly) = XiL1 EAD; X p; X E(LGD;) (7

2.5 Oforvantad forlust

En garanti- eller langivare 16per risken att kreditforlusten blir storre dn den férvantade
torlusten. En sadan avvikelse fran forvintad forlust kallas oférvantad forlust (vilket pa
engelska bendmns “Unexpected Loss” och férkortas UL). Oforvintad forlust dr siledes ett
uttryck for spridning och utgdr dirmed ett matt pa risken i garanti- eller langivningen.

Ett enkelt sitt att formalisera spridningen kring en slumpvariabels vintevirde dr med hjilp

av standardavvikelsen, S.

Vad det giller indikatorvariabeln beraknas standardavvikelsen pa foljande vis.

S(D) = JE(D?) — E(D)? =[12 xp + 02 x (1 — p)] — p? (8)

=vpx(1-p)

For att 1 ndsta steg berdkna forlustvariabelns standardavvikelse behovs forst ett generellt
uttryck for standardavvikelsen avseende produkten av tva oberoende slumpvariabler (se
sidan 59—60 f6r en hirledning).

SXXY) = )

JSX)2XS(V)2+S(X)2 X E(Y)2 + S(Y)2 X E(X)?

Genom att ersitta X med D och Y med LGD 1 samband (9) kan sedan forlustvariabelns

standardavvikelse bestimmas (ddr EAD fortsatt hanteras som en konstant).

S(L) = EAD x \/[S(LGD)? X p + E(LGD)? X p(1 — p) (10)

Motsvarande beridkning for en portfolj med garantier och lin ges av féljande samband.

S(LPF) = \/Z?zl 2?=1 EADl X EADJ X COU(Di X LGDUD] X LGD]) (11)
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Noterbart i sambandet dr kovariansen, Cov ("Covariance” pd engelska), med hinsyn till
samvariationer mellan olika garanti- och lantagare i en portfdlj. Ju hoégre kovarians, desto
storre sannoliket for att det sker flera forluster pd en och samma gang i s.k.
fallissemangskluster.

2.6 Oforklarad och forklarad spridning

Flera handelser kan ske samtidigt utan att det finns en bakomloggande forklaring till det. Till
exempel fallissemangskluster pa grund av orsaker som dr unika for de enskilda garanti- och
lintagarna, men som rakar intriffa samtidigt. Eller med andra ord, att det sker helt
slumpmassigt.

Simultana férluster kan dven forklaras av bakomliggande fallissemangskorrelationer. Dels
direkta fallissemangskorrelationer dir problem hos en garanti- eller lantagare smittar av sig pa
andra garanti- eller lantagare, dels zndirekta fallissemangskorrelationer dir flera garanti- och
lantagare far problem samtidigt pa grund av ogynnsamma férandringar i deras gemensamma
ekonomiska milj6.

Exempel pa oforklarad och forklarad spridning

Oavsett portfolj finns det alltid en oférklarad spridning i portféljens forlustvariabel.
Dirutover finns i regel grund f6r en forklarad spridning som beror pa samvariationer. Den
senare innebir en 6kad total spridning i portféljen (se figur 2). Hur stor 6kningen blir beror
pa portfoljens sammansittning, sisom forekomsten av koncentrationer.

Figur 2 Ofdrklarad och forklarad spridning

*

1,4% -

U oo

1.2% - P ----Ofi?rklgrad
= b spridning
% 1,0% - P -
= bk Oforklarad
= 0,8% - D och
c 1 A
S 06% - \ ! forklarad
n \! spridning

0,4% - U

0.2% | Lo

0,0% L h—

Forluster

Notera att den férvintade forlusten (W) dr densamma f6r bada forlustférdelningarna i
figuren. Det édr endast spridningen kring den férvantade férlusten som skiljer dem at.
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2.7 Fallissemangskorrelationer

Med fallissemangskorrelationer menas att olika garanti- och lintagares kreditvirdighet
forsaimras samtidigt sa att de fallerar i kluster.

Fallissemangskorrelationer kan enkelt illustreras genom att hantera forlustgraden givet
fallissemang som en konstant, varmed kovariansen i samband (11) endast giller
indikatorvariabeln. Med hjilp av denna férenkling, definitionen av kovariansen samt
standardavvikelsen for de enskilda engagemangens forlustvariabel dr det moijligt att utveckla
samband (11) till ett analytiskt uttryck for standardavvikelsen i portfoljens forlustférdelning.’

i, X7 ,[EAD; x LGD;] x [EAD; x LGD;]
X (Pi X (1—p)xp;x(1- Pj))2 X Pij

Av sambandet framgar att spridningen kring den férvintade forlusten 6kar med storleken pa
fallissemangskorrelationen, p; j, mellan olika garanti- eller lintagare i portféljen. Som tidigare
uppmirksammats kan fallissemangskorrelationer forklaras av bade direkta och indirekta
samband.

Direkta fallissemangskorrelationer

Direkta fallissemangskorrelationer hér ihop med begreppet fallissemangssmitta ("Default
contagion” pa engelska). Om det féreligger omstindigheter dir en garanti- eller lintagares
finansiella problem smittar av sig pd andra garanti- eller lantagare 6kar sannolikheten f6r
flera fallissemang pa en och samma gang. Mojliga orsaker till direkta
fallissemangskorrelationer dr affarsmissiga eller juridiska férbindelser som utgdr
”smittokanaler". Typiska exempel dr exponeringar mot garanti- eller lintagare inom samma
projekt, leverantorskedja eller foretagskoncern.

Indirekta fallissemangskorrelationer

Indirekta fallissemangskorrelationer forklaras av ogynnsamma forandringar i
bakgrundsfaktorer som dr gemensamma for flera garanti- och lantagare.

Det giller dels specifika bakgrundsfaktorer som ir gemensamma f6r en del men inte alla
garanti- och lantagare i en portfolj. Till exempel om de verkar inom samma bransch
och/eller geografiska region — s.k. sektorkoncentrationer. Férsimrade forutsittningar i en
sektor ger i regel upphov till en negativ effekt for flertalet garanti- och lintagare inom
sektorn. Ju fler engagemang i en portfolj som tillhér samma sektor, desto storre sannolikhet

5Cov(X,Y) = S(X) x S(Y) X pxy.
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for fallissemangskluster 1 portféljen. En viktig riskminskade faktor ar darfor diversifiering i
en portfolj, dar garanti- och lantagarna ar utspridda i flera branscher och geografiska
regioner.

Sektorkoncentrationer dr den viktigaste kéllan till indirekta fallissemangskorrelationer. Men
aven i en perfekt diversifierad portfolj foreligger indirekta fallissemangskorrelationer som
kan leda till kluster av fallissemang — s.k. systematisk risk. Det beror pa férindringar i den
allmianna ekonomiska utvecklingen, vilket ar en generell faktor som fa eller inga garanti- eller
lantagare ar helt immuna mot. Vid exempelvis en ekonomisk lagkonjunktur brukar det ske
fler fallissemang jamfort med ett normalldge.

2.8 Namnkoncentrationer

Namnkoncentrationer férekommer om en portfolj innehaller ett fatal engagemang (s.k.
portfoljbaserad namnkoncentration) eller om det finns exponeringar mot enskilda garanti-
eller lantagare som ir stora i férhallande till portfdljens samlade storlek (s.k. individuell
namnkoncentration). Férekomsten av namnkoncentrationer 1 en portfolj innebar att det inte
noédvandigtvis kravs fallissemangskorrelationer for att stora forluster ska kunna uppsta. Det
kan 1 stéllet ricka med ett fatal slumpmissiga fallissemang.

Ju mer finkornigt sammansatt en garanti- och utliningsportfélj ar, med manga engagemang
som var och en star f6r en mattlig del av portfdljens storlek, desto lidgre dr risken for att ett
fatal fallissemang ger upphov till stora porfoljforluster.

2.9 Samvariation mellan fallissemang och atervinningsgrad

Det dr inte bara antalet fallissemang som i regel 6kar 1 hindelse av en nedgang i den
allmanna ekonomiska utvecklingen. I samband med en sadan utveckling brukar dven
atervinningsgraden givet fallissemang minska. I exempelvis en omfattande ligkonjunktur —
med en hogre frekvens av fallissemang dn normalt — finns generellt fler potentiella siljare dn
kopare av tillgangar. Det pressar ned tillgdngspriserna och minskar atervinningsgraden — och
Okar didrmed forlustgraden givet fallissemang. Detta innebir en (negativ) samvariation
mellan garanti- och lintagarnas fallissemangsfrekvens i en portfélj och atervinningsgraden
givet fallissemang,.

En rittvisande bild av spridningen i en garanti- och utlaningsportfdlj innefattar dven denna
killa till samvariation.
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Riskfaktorer som bor undersokas i en garanti- och utlaningsportfolj
Oforvintade forluster i en garanti- och utlaningsportfolj forklaras av olika riskfaktorer som

beror pa den specifika portféljens sammansittning. I tabell 1 nedan sammanfattas de

riskfaktorer som bor undersdkas, och efter behov modelleras, for att berikna oforviantade

torluster i en garanti- och utlaningsportfol).

Tabell 1 Portféljbaserade riskfaktorer

Risken att ...

pa grund av ...

Fackterm

det uppstar ett mindre antal
forluster som utgor en betydande
andel av portfélien

- att portfoljen innehaller ett fatal engagemang

- att portféljen innehaller enskilda garanti- eller lantagare
som &r stora i férhallande till portfljens samlade storlek

- Idiosynkratisk risk

- Idiosynkratisk risk

det uppstar ett flertal férluster
samtidigt som tillsammans utgor
en betydande del av portféljen

- affarsméssiga eller juridiska forbindelser mellan olika
garanti- eller lantagare som utgér "smittokanaler” dar en
garanti- eller lantagares problem att fullgéra sina dtaganden
smittar av sig pa andra garanti- eller lantagare

- ogynnsamma forandringar i branscher och/eller
geografiska regioner som utgér gemensamma
forutsattningar for ett flertal garanti- och lantagare i
portféljen

- ogynnsamma forandringar i den allménna ekonomiska
utvecklingen

- Fallissemangssmitta

- Sektorkoncentrationer

- Systematisk risk
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3 FOr en specifik berakning behovs
en precis fragestallning

3.1 Det finns inget sjalvklart riskmatt for statens portfélj

Oforvintad forlust dr ingen entydigt definierad storhet och kan dérfér bestimmas pa olika
satt. Darmed ar det inte sjalvklart vilket riskmatt som ska ligga till grund f6r berdkningen.
Det beror 1 sjilva verket pa fragestallningen. Eller med andra ord, vilken risk som ska
beraknas.

Staten har 1 sammanhanget dock ingen uttalad syn pa risk, varken i hanteringen av
engagemangen (eftersom staten agerar pa marginalen risk-neutral i garanti- och
utlaningsverksamheten) eller i uppdraget om den samlade riskanalysen. Det blir dirmed upp
till Riksgilden att vilja den risk som ska beriknas.

Att fragestillningen delvis dr 6ppen innebir ett inslag av godtycklighet, eftersom valet av
riskmatt paverkar det beriknade resultatet (se figur 3 pa sidan 18 for ett illustrativt exempel).

3.2 Fokus parisken for stora forluster

Ett fokus pa berakningar av risken for just stora portfoljforluster talar for ett riskmatt som
tar hinsyn till forlustférdelningens ”svans”. Givet det synsittet bedomer Riksgilden att
CVaR ir det bist limpade riskmattet for att berdkna oférvintade forluster i statens garanti-
och utlaningsportfol;.

Utover standardavvikelse har Riksgilden dven studerat Value-at-Risk (VaR) och villkorlig
Value-at-Risk (CVaR, utifran begreppet “Conditional Value-at-Risk” pa engelska) som
kandidater till riskmatt.

Standardavvikelse

Standardavvikelsen f6r en portfoljs férlustvariabel ar ett enkelt riskmatt for att berdkna
oforvintade forluster (se samband (12) pa sidan 13).

I en analys av risken for stora portfoljforluster har dock standardavvikelsen ett begrinsat
informationsvirde. Den speglar nimligen endast forlustvariabelns andra moment
(spridningen) och ger ingen information om det tredje och fjirde momentet, som giller
skevhet och kurtosis. Som tidigare uppmarksammats ir de senare momenten betydelsefulla
for att beskriva forlustfordelningens ’svans” pa ett rattvisande satt (se figur 2 pa sidan 12).
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VaR

Ett mer sofistikerat riskmatt 4n standardavvikelsen dr VaR, som ér vanligt férekommande i
olika riskhanteringssammanhang — bl.a. i Riksgildens statsskuldsférvaltning. Med VaR
menas ett belopp som man inte férlorar mer 4n med en viss sannolikhet givet en vald
konfidensgrad, 9.°

VaRy(L) = min{l | P(L < 1) = 9} (13)

Genom att subtrahera férvintad forlust fran VaR fas ett matt pa den oférvintade forlusten
for den valda konfidensgraden.

En nackdel med VaR ir emellertid att mattet visar den minsta mojliga forlusten givet den
valda konfidensgraden. Dirmed fis ingen information om de forluster som Overstiger VaR.
Vidare kan det vara svart att berdkna VaR fo6r hga konfidensgrader med hog precision.
Dessutom idr VaR inte ett koherent riskmatt (se ndsta delavsnitt f6r en kortfattad
beskrivning av ett koherent riskmatt).

Villkorlig VaR

Ett komplement till VaR ar CVaR.” Det ir ett riskmatt som, till skillnad frin VaR, tar hinsyn
till samtliga forluster Gver en specifik niva 1 stéllet for ett enstaka utfall. CVaR bestims
genom att berdkna den forvintade forlusten giver att den faktiska forlusten dr storre dn VaR
for en vald konfidensgrad.

CVaRy = E[L | L > VaRy(L)] (14)

Differensen mellan den betingade foérvintade forlusten i samband (14) och den obetingade
torvintade forlusten i samband (7) resulterar sedan i ett matt pd oférvintad forlust.

UL = CVaRy — E(L) (15)

Fordelen med CVaR ir att mattet dels inkluderar utfallen i forlustférdelningens ”’svans”, dels
ar ett koherent riskmatt. Det senare betyder att riskmattet ér:

e Monotont (en portf6lj med relativt hogre risk avspeglas i ett hogre riskmatt)
e Subadditivt (se tidigare resonemang pa sidan 14)

e DPositivt homogent (en skalning av portféljen minskar eller 6kar risken
proportionerligt)

¢ Ett virde pi VaR f6r exempelvis en konfidensgrad pa 95 procent innebir att férlusterna 6verstiger VaR i 5 procent av
fallen i f6rlustférdelningen.

7 En synonym fackterm dr “Expected Shortfall” (som férkortas ES).
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e Oversittningsinvariant (tillférsel av en riskfri tillgang paverkar inte risken i den
resterande portféljen)

Utover det negativa med att CVaR dr mindre intuitivt an VaR dr annars nackdelarna delvis
desamma. I likhet med VaR giller exempelvis att precisionen i berikningen av riskmattet i

regel avtar ju hogre konfidensgrad som viljs.

3.3 CVaR beréknas for flera olika konfidensgrader

Aven med valet av CVaR som riskmatt aterstar frigan om vilken konfidensgrad, ¥, som
oforvintad forlust ska beridknas for. Ju hogre konfidensgrad, desto stérre oférvintad forlust.

Hir ser Riksgilden ett mervirde i att berakna CVaR 0r flera konfidensgrader; 90, 95 och 99
procents konfidensgrad. Dels f6r att minska inslaget av godtycklighet gillande valet av
konfidensgrad, dels med hinsyn till den avtagande precisionen i berikningen for hogre
konfidensgrader.

Olika riskmatt i praktiken
I figur 3 illustreras de studerade riskmatten utifran en hypotetisk garanti- och
utlaningsportféljs forlustférdelning.

Figur 3 Illustration av olika riskmatt
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Sannolikheter

Forluster

Givet den forvintade forlusten (u) blir den oférvintade férlusten (det vill siga spridningen
kring den foérvintade forlusten) olika stor beroende pa vilket riskmatt som anvinds;
Standardavvikelsen (0), Value-at-Risk (VaRy), eller villkorlig Value-at-Risk (CVaRy).

Fokusrapport, mars 2017 18 Berékning av risken for stora kreditforluster



4 Indirekt forklaring av korrelerade
fallissemang

En avgorande faktor gillande risken for stora forluster i en garanti- och utlaningsportfolj ar
fallissemangskorrelationer — exempelvis pa grund av férekommande sektorkoncentrationer.
Samtidigt finns det begrinsade forutsittningar att modellera just korrelerade fallissemang.
Att finna en lamplig 16sning till denna utmaning ar ett nyckelmoment i utformningen av en
portfoljmodell f6r att berikna oférvantade forluster. Har har Riksgélden valt en
Bernoullibaserad mixningsansats, med utgangspunkt i en zndirekt torklaring av
fallissemangskorrelationer.

4.1 Att modellera korrelerade fallissemang ar komplicerat

Utmaningen i att modellera fallissemangskluster med hansyn till samvariationer bestar i att
dels mita fallissemangskorrelationer, dels bestimma simultana sannolikheter med hénsyn till
fallissemangskorrelationer.

Fallissemangskorrelationer ar svara att mata

Fallissemang intriffar sillan och kan endast intriffa en ging for samma skuldférbindelse.
Det faktum att simultana fallissemang dr dnnu mer sillsynta bidrar till att det i regel finns en
alltfor liten mingd data for att kunna producera tillforlitliga skattningar av (parvisa)
fallissemangskorrelationer.

Att mita fallissemang, som intriffar plotsligt och oregelbundet, innebir siledes en
visensskild situation jamfort manga andra finansiella modeller som handlar om att studera,
mer eller mindre, kontinuerliga forindringar i olika faktorer — exempelvis forandringar i
marknadspriser eller makroekonomiska storheter.

Givet denna forutsittning blir det nédvindigt att studera nagon annan hindelse som
intraffar mer frekvent an fallissemang och som dirmed ar enklare att mita, men som likvial
kan anvindas fOr att forklara fallissemangskorrelationer.

Det traditionella séattet att bestamma simultana sannolikheter ar inte tillampligt
Vanligtvis bestims den simultana sannolikhetstérdelningen f6r flera utfall pa en och samma
gang genom att 16sgbra beroendestrukturen fran sannolikheterna f6r enskilda utfall (s.k.
marginella sannolikheter). Ett typexempel dr nir normalférdelningen anvinds, vilken har
den angenima egenskapen att den kan bestimmas i flera dimensioner utifran respektive
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marginell normalférdelning och en korrelationsmatris.® Gillande icke-normalférdelade
slumpvariabler dr ett motsvarande, om an mer komplicerat, alternativ att utnyttja en s.k.
copulafunktion.

Med beaktande av den generella svirigheten att mita fallissemangskorrelationer dr emellertid
den traditionella ansatsen inte tillimpbar. For statens portfolj, med flera tusen garantier och
lan, dr det dessutom opraktiskt att hantera en korrelationsmatris eller en copulafunktion 1
tusentals dimensioner.

En mixningsansats erbjuder en elegant I6sning pa ett i grund och botten
komplicerat problem

En vedertagen 16sning pa de uppmarksammade problemen ir en mixningsansats. Det ar en
ansats som, givet de utmaningar som finns, tillhandahaller ett enkelt sitt att bestimma
simultana fallissemangssannolikheter med hjalp av en indirekt férklaring av
fallissemangskorrelationer.

Ansatsen bygger pa fyra grundliggande komponenter:

e Slumpmaissiga fallissemangssannolikheter

e Bakgrundsfaktorer som forklarar gemensamma férindringar i
fallissemangssannolikheterna

e Betingat oberoende

e Obetingade simultana sannolikheter

Mixning

Antag en given mix av garanti- och lantagare i en portfolj, dir var och en har en bestimd
kreditvardighet. Om kreditvardigheten hos varje motpart i stillet dr rorlig med hinsyn till
utvecklingen i ekonomin, fis for varje (slumpmassigt) ekonomiskt scenario en ny mix av
portfoljens sammansittning avseende garanti- och lantagarnas kreditvirdighet. Déirutav
begreppet mixning.

Slumpmassiga fallissemangssannolikheter

Genom att hantera varje garanti- och lintagares sannolikhet f6r fallissemang som en
slumpvariabel mé6jliggors fallissemangsfrekvenser som dr hogre eller ligre dn i ett
normallige. Hogre fallissemangsfrekvenser an i genomsnitt speglar exempelvis en situation
dir kreditforluster i portféljen sammanfaller i kluster.

8 Blom, Gunnar (1984): Sannolikhetsteori med tillimpningar A. Studentlitteratur. Lund. S. 177-178. ISBN 91-44-04372-4.
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Gemensamma bakgrundsfaktorer

Om flera garanti- och lantagares sannolikhet for fallissemang till exempel 6kar samtidigt av
samma bakomliggande orsak ges ett zndirekt uttryck for fallissemangskorrelationer. Ett satt
att formalisera denna mekanism ér att lita varje enskild garanti- och lintagares sannolikhet
for fallissemang vara en funktion av slumpmassiga utfall pa en eller flera bakgrundsfaktorer
(se figur 4).

Figur 4 Indirekt fallissemangskorrelation

Indirekt
fallissemangs-

Garanti- eller korrelation Garanti- eller

ﬁﬂ l&ntagare i:s  {€------------ »  lantagare j:s ﬂﬂ

kreditvardighet kreditvardighet

Bakgrundsfaktor

Beroende ﬂ ﬂ Beroende

Gemensamma bakgrundsfaktorer har en direkt koppling till innebérden av
sektorkoncentrationer och systematisk risk i en garanti- och utlaningsportfolj — som just
handlar om gemensamma forutsittningar som paverkar flertalet garanti- och lantagare
samtidigt och pa ett liknande sitt.

For enkelhetens skull begrinsas den konceptuella framstallningen till en gemensam
bakgrundsfaktor, X, vilket innebir en en-faktor modell. De enskilda
fallissemangssannolikheternas slumpmaissiga egenskaper bestims av bakgrundsfaktorns
tithetsfunktion, fy(x), som talar om hur sannolika enskilda utfall pa X ir i forhallande till
varandra.

Forfarandet innebir att den férdelning som giller for respektive garanti- och lintagares
indikatorvariabel ir slumpmassig i sig, D~Ber[p(X)] (jimfor med samband (1) pa sidan 9).
Det dr saledes inte bara utfallen som ar slumpmissiga (fallissemang eller ej fallissemang),
utan dven varje garanti- och lintagares kreditvirdighet (sannolikheten for fallissemang).

I och med detta giller foljande f6r den enskilde garanti- eller lantagarens
fallissemangssannolikhet,

P(D=1)=Ex[E(D|X)] = E[1xP(D=1|X)+0xP(D =0]X] (16)

= E[p(X)]
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dir p(X) utgor en s.k. mixningsvariabel.

Betingat oberoende

En birande del 1 en mixningsansats 4r ett antagande om betingat oberoende. Konceptuellt
innebir det att hindelserna A och B ir betingat oberoende gives vetskapen om utfallet pd X
om, och endast om, kunskapen om utfallet pi 4 inte tillfér ndgon information for att avgéra

sannolikheten att B intraffar och vice versa.

Poingen med antagandet dr att komma at en matematisk finess. Férutsatt betingat
oberoende kan niamligen betingade simultana sannolikheter for olika utfall bestimmas som
produkten av de marginella sannolikheterna for respektive utfall giver kinnedom om utfallet

pa X, vilket dr en trivial berakning.
P(ANB|X=x)=PA|X=x)XP(B|X =x) (17)

Den betingade simultana sannolikheten for olika utfall i en portfolj med n stycken garanti-
och lintagare beriknas dirmed med hjilp av en produktsumma.

P(D;=dq,..,.D,=d, | X=x) = ?=1P(Di=di|X=x) (18)
=T pi ()% x [1 = p; ()] %
dar,

PG x L= piCope = { PO o

Eller med andra ord, nir det som olika garanti- och lintagare har gemensamt med en eller
flera bakgrundsfaktorer vil dr beaktat dr det moijligt att rdkna som om de vore oberoende.

Betingad simultan fallissemangssannolikhet

Matematiken i samband (18) kan illustreras med ett enkelt exempel. Antag en portfolj med
tre stycken lantagare. Den betingade simultana sannolikheten att den forsta och andra
lintagaren fallerar (D; = 1 och D, = 1) medan den tredje lintagaren inte fallerar (D3 = 0)

givet ett utfall X pa den gemensamma bakgrundsfaktorn X ges av foljande enkla berakning.
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Obetingade simultana sannolikheter

Med hinsyn till antagandet om betingat oberoende kan slutligen obetingade (simultana)
sannolikheter bestimmas med hjilp av lagen om total sannolikhet.

P(ANB)= [ P(A|X =x)x P(B|X = x) X fy(x)dx (19)

Obetingade simultana sannolikheter bestims dirmed genom att summera over samtliga
betingade marginella sannolikheter med hinsyn till alla tinkbara utfall pa den gemensamma
bakgrundsfaktorn och tillhérande sannolikheter.

For en portfdlj med n stycken garanti- och lantagare innebir det f6ljande berdkning.

P(Dy = dy, ., Dn = dy) = [ Ty pi()% X [1 = p; ()]~ fiy (x)dx (20)

Med hyjilp av samband (20) ir det siledes moijligt att bestimma den simultana
sannolikhetsférdelningen for (indirekt) korrelerade fallissemang i en garanti- och
utlaningsportfolj (se textrutan pa sidan 26 for ett berdkningsexempel).

Den illustrerade mixningsansatsen édr sedan mojlig att generalisera med hinsyn till en modell
med fler bakgrundsfaktorer, vilket ger en fler-faktor modell.

4.2 Parvisa fallissemangskorrelationer bestdms endogent

Styrkan i fallissemangskorrelationen mellan olika par av garanti- och lantagare ges endogent
med hjilp av mixningsansatsen (se sidan 60 f6r en harledning).

£[p 000, 00] -£[p, 0] <E[p, 0]

)

Av samband (21) framgar att den parvisa fallissemangskorrelationen mellan olika garanti-
och lantagare forklaras av mixningsvariabeln p; (X). Den parvisa fallissemangskorrelationen
ar saledes en endogen variabel som bestims av modellen, vilket skiljer sig fran en traditionell
ansats dar korrelationskoefficienten i regel hanteras som exogen variabel som bestims
utanfér modellen.

Om man 1 illustrativt syfte antar en homogen portfdlj med identiska garanti- och lantagare —
vilket innebir att p;(X) = p;(X) = p(X) — fas ett forenklat uttryck av samband (21) (se
sidan 61 f6r en hirledning).

_ var[p(X)]
,D(Du D]) T ElpX)IxQ-Ep()D

(22)

Det forenklade uttrycket synliggor att styrkan i den parvisa fallissemangskorrelationen
mellan olika garanti- och lantagare beror pa:

Fokusrapport, mars 2017 23 Berékning av risken for stora kreditforluster



e Variansen i den gemensamma bakgrundsfaktorn, eftersom en hogre eller liagre
varians 1 bakgrundsfaktorn medfér en hogre eller ligre varians i mixningsvariabeln.
Ju mer volatil den gemensamma ekonomiska miljon ér, desto starkare samvariation
mellan garanti- och lantagarna.

e (Garanti- och lantagarnas genomsnittliga fallissemangssannolikhet. Lantagare med
svag kreditvardighet ar mer kinsliga for forandringar i den ekonomiska miljé de
verkar i och samvarierar dirfér mer med varandra dn de med god kreditvirdighet.

Samband (22) gbr det dessutom tydligt att en mixningsansats dr begrinsad till positiva
fallissemangskotrelationer, eftersom biade Var[p(X)] och E[p(X)] alltid ir positiva.

4.3 Fallissemangssmitta faller utanfér mixningsansatsen

I och med en mixningsansats antas att det som olika garanti- och lintagare har gemensamt
till fullo beskrivs av deras gemensamma beroende av en eller flera bakgrundsvariabler.
Dirutover forutsitts att de inte har nagot ytterligare gemensamt.

Den valda mixningsansatsen gar saledes hand i hand med (indirekta)
fallissemangskorrelationer som beror pa sektorkoncentrationer och férindringar i den
allmianna ekonomiska utvecklingen. Situationer dar det férekommer affiarsmassiga eller
juridiska forbindelser som ger upphov till ”smittorisker” faller dock utanfér en
mixningsansats. Den senare typen av (direkta) fallissemangskorrelationer hanteras i stillet
separat.

Hir har Riksgilden valt att utanfér modellen sla ihop de par eller grupper av garantier och
lin som bedéms vara foremal for potentiell fallissernangssrnitta.9 Det 4r en enkel om 4n
konservativ 16sning, av den orsaken att den implicerar 100 procents korrelation mellan de
garanti- och lantagare som l16sningen avser.

4.4 Teoretiska koncept som substitut till statistisk analys
medfdr en betydande modelloséakerhet

En indirekt forklaring av fallissemangskorrelationer, med hjilp av en mixningsansats,
erbjuder en elegant 16sning pa ett komplicerat problem, men bygger i hog grad pa
antaganden och forenklingar. Det dr 1 sig inget fel med det. Om verkligheten ér alltfor
komplex viljer vi att formulera ett likartat problem som ir enklare att 16sa, med
torhoppningen att den senare 16sningen dr en godtagbar approximation av det initiala
problemet.

2 Om de garantier och lin som slas ihop giller garanti- och lantagare med olika kreditvirdighet, och ddrmed olika
sannolikhet for fallissemang, anvinds den hégsta sannolikheten £6r fallissemang f6r den sammanslagna exponeringen.
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I samband med portfoljbaserad kreditriskanalys dr det dock en svaghet att det saknas
mojlighet att undersoka hur vil gjorda antaganden och férenklingar stimmer med
verkligheten. Det finns helt enkelt inte tillrdckligt med data for att utvirdera de sallsynta
hindelser som beskrivs av de matematiska sambanden i modellen (det vill siga korrelerade
fallissemang som ger upphov till omfattande fallissemangskluster). En berdkning frin en
modell som inte kan utvirderas i ett statistiskt test innebir i praktiken en gissning, hur

avancerad modellen 4n ir.

Den uppmairksammade svagheten ger upphov till en pataglig modellosiakerhet, som innebar
att forindringar 1 de antaganden och férenklingar som modellen bygger pa kan fa betydande
genomslag pa berikningsresultaten.

Den foreliggande modellosikerheten i kombination med att fragestillningen (vad som ska
beriknas) inte dr given gor gillande att portfoljmodellens resultat ska tolkas och anvindas
med forsiktighet.
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Berékning av simultana fallissemangssannolikheter

Antag en portfolj med tva stycken lan. Sannolikheten for fallissemang dr 1 procent f6r
lintagare 1 och 3 procent for lantagare 2. For portfoljen finns fyra méjliga utfall; ingen av
lintagarna fallerar (D; = 0, D, = 0), lantagare 1 fallerar men ej lantagare 2 (D, = 1, D, = 0),
lintagare 2 fallerar men ej lantagare 1 (D, = 0, D, = 0) samt att bade lantagare 1 och 2 fallerar
(D, = 0, D, = 0).

Om oberoende mellan lintagarna giller fas foljande simultana sannolikheter.
P(D; =0,D, =0) =(1—-0,01) x (1 —0,03) =96,03%

P(D; =1,D, =0) =0,01 x(1-0,03) =097 %

P(D, =0,D,=1)=(1-0,01) X0,03= 297%

P(D, =1,D, = 1) = 0,01 x 0,03 = 0,03 %

Om det i stillet finns en samwariation mellan lantagarna infors ett antagande om
slumpmassiga fallissemangssannolikheter som en funktion av en gemensam bakgrundstaktor
X, som en representation for den allmidnna ekonomiska utvecklingen. Med 50 procents
sannolikhet ger bakgrundsfaktorn att lantagarnas fallissemangssannolikheter blir 1,5
respektive 4,5 procent, som uttryck for en ligkonjunktur. Med resterande 50 procents
sannolikhet minskar i stillet lantagarnas fallissemangssannolikheter till 0,5 respektive 1,5
procent, som uttryck for en hogkonjunktur. Med hjilp av betingat oberoende och mixning
beriknas foljande simultana sannolikheter.

P(Dy = 0,D, = 0) = (1 — 0,015) X (1 — 0,045) x 0,5 + (1 — 0,005) x (1 — 0,015) X 0,5 = 96,04 %
P(D, = 1,D, = 0) = 0,015 x (1 — 0,045) x 0,5 + 0,005 x (1 — 0,015) x 0,5 = 0,96 %

P(D, = 0,D, = 1) = (1 — 0,015) X 0,045 x 0,5 + (1 — 0,005) X 0,015 X 0,5 = 2,96 %

P(Dy = 1,D, = 1) = 0,015 X 0,045 x 0,5 + 0,005 X 0,015 x 0,5 = 0,04 %

Nir samvariation tas i beaktande 6kar sannolikheten for flera fallissemang samtidigt 1
exemplet. Sannolikheten ir fortfarande lag i absoluta tal, men drygt 30 procent hogre i
jimforelse med situationen dar oberoende giller mellan lantagarna. Sannolikheten for att
inte nagot fallissemang sker dverhuvudtaget 6kar dven den. Lika logiskt dr att sannolikheten
for att endast ett fallissemang intriffar minskar — det vill sdga sannolikheten for att den ena
eller den andra lintagaren fallerar. Inférandet av (indirekta) samvariationer paverkar saledes
hur sannolikheterna férdelas. Den totala sannolikhetsmassan 4ar dock oférandrad.
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5 CreditRisk+ som en modellmassig
utgangspunkt

5.1 Det finns tre typmodeller som utgor "best practise”

Utifran en mixningsansats finns det tre typer av portféljmodeller som utgor vedertagen
metodpraxis; ekonometriska modeller, tillgangsvirdesmodeller och aktuariella modeller (se textrutan pa
nista sida f6r en kortfattad 6versikt av respektive modell).

Det som frimst skiljer respektive typ av modell frain den gemensamma ansatsen ir valet av
bakgrundsfaktorer.

5.2 Viktiga forutsattningar att forhalla sig till i valet av modell

Att vilja modell handlar mindre om teoretisk korrekthet, eftersom samtliga typmodeller
bygger pa samma grundliggande antaganden och moment, och mer om den praktiska
hanteringen med hinsyn till den specifika portféljens egenskaper och tillgangen till data.

En heterogen portfolj staller 6kade krav pa modellen

En viktig aspekt att f6rhélla sig till i valet av modell dr den specifika portfdljens egenskaper.
En homogen portfdlj, dir flertalet garantier och lan i portféljen har liknande egenskaper,
mojliggor enklare berdkningar och underlittar datahanteringen. Typiska exempel dr en
portfélj med ett stort antal mindre hushallslan eller en portfolj med féretagsutlaning som ér
nischad mot en specifik bransch. Liknande forutsattningar giller om en portfolj kan delas
upp i mindre antal homogena delportféljer.

Statens portfdlj dr emellertid patagligt heterogen med hinsyn till att:

e Garanti- och lanebeloppen ir av kraftigt varierande storlek

e (Garanti- och lantagarna ér av olika karaktir (sma- och medelstora féretag, stora
foretag, projekt och linder), varierande kreditvirdighet och dr verksamma inom ett
flertal olika sektorer

e (Garantierna och ldnen har olika villkor, vilket bl.a. innebdr olika forutsittningar och
utsikter for atervinningar med hansyn till fordrans prioritet i hindelse av fallissemang

Ju hogre grad av heterogenitet i portfoljen, desto fler riskfaktorer att modellera. Att berikna
oforvintade forluster i statens garanti- och utlaningsportfdl] ér siledes en synnerligen

komplicerad uppgift.
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Det saknas portféljbaserade data att kalibrera modellen mot

En annan viktig aspekt dr att det inte finns ndgot samlat fallissemangs- och forlustdata for
statens garanti- och utlaningsportfolj, eller nigon annan motsvarande portfélj, som modellen
kan kalibreras mot. Det pakallar en modell som liter sig hanteras nedifran-och-upp, dar
tillimpliga parametrar for olika delar av modellen bestims var for sig.

5.3 Riksgélden har valt en aktuariell modell

Utifran radande forutsittningar har Riksgélden valt en aktuariell modell. Bland annat med
hinsyn till:

e Moijligheten att pa ett relativt enkelt sitt kunna modifiera modellen utefter de
forutsittningar som galler for statens portfol;

e Att fallissemang hanteras som en helt och hallet sSlumpmassig hindelse

e Att modellen innehaller ett forhallandevis litet antal parametrar som dr mojliga att
bestimma med hjilp av de rating- och sektorbaserade data som de internationella
kreditvarderingsinstituten sammanstiller

5.4 Den underliggande faktormodellen i CreditRisk+

Den portféljmodell Riksgilden utvecklat dr baserad pa den underliggande faktormodellen i
CreditRisk+. Det dr en etablerad standardmodell som ursprungligen togs fram av Credit
Suisse First Boston International (CSFB)." En férdel med CreditRisk+ 4r att modellen
aldrig har kommersialiserats, utan tanken var redan fran borjan att den skulle kunna
modifieras utefter anvindarens preferenser och behov.

Modellen innebir att enskilda garanti- och lantagares sannolikhet for fallissemang hanteras
som en funktion av slumpmissiga férindringar i den genomsnittliga fallissemangsfrekvensen
tor olika sektorer. En 6kad genomsnittlig fallissemangsfrekvens symboliserar en nedgang i
sektorn i fraga, vilket innebir fler fallissemang pa en och samma ging jamfért med ett
normallige. Omvint symboliserar en minskad genomsnittlig fallissemangsfrekvens en
motsvarande uppgang, och med det firre fallissemang dn normalt. I enlighet med en
mixningsansats innebar fler eller firre fallissemang dn normalt ett (indirekt) uttryck fér
fallissemangskorrelationer.

Olika garanti- och lantagare ar i regel olika kansliga for forindringar i den eller de
bakgrundsfaktorer som de har gemensamt. Ju mer kinsliga de ar for forindringar i en och
samma bakgrundsfaktor, desto mer samvarierar de. Varje garanti- och lantagares kinslighet
ges av en faktorvikt i intervallet noll (noll procent) till ett (hundra procent).

10 Credit Suisse (1997). CreditRisk+ A Credit Risk Management Framework.
http:/ /www.csfb.com/institutional / research/assets/ creditrisk.pdf.
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Typmodeller som bygger pa en mixningsansats
Nedan ges en kortfattad 6versikt av olika typmodeller som ér baserade pa en
mixningsansats.“

Ekonometriska modeller

Foriandringar 1 enskilda garanti- och lintagares sannolikhet for fallissemang férklaras av
(slumpmassiga) forandringar i olika makroekonomiska faktorer.

Ett exempel pa denna typ av modell dr standardmodellen Credit Portfolio View.
Tillgangsvirdesmodeller

Forindringar 1 en eller flera latenta (icke-observerbara) bakgrundsfaktorer forklarar
forindringar i enskilda garanti- och lantagares tillgangsvirden. Med hjilp av forenklingen att
fallissemang likstalls med insufficiens — eller annorlunda uttryckt, teknisk insolvens —
torklarar forindrade tillgangsvirden i sin tur forandringar i sannolikheten for fallissemang.

KMV Portfolio Manager och CreditMetrics dr exempel pa vanligt férekommande
standardmodeller. Ett annat exempel dr den avancerade IRK-metoden inom ramen for
Baselregelverket.12

Aktuariella modeller

Upp- och nedgangar i sannolikheten for fallissemang beror pa (slumpmissiga) férandringar i
den genomsnittliga fallissemangsfrekvensen fér specifika sektorer och/eller ekonomin i
stort.

Standardmodellen CreditRisk+ ar ett etablerat exempel pa denna typ av modell.

11 For en mer utforlig 6versikt se Hickman, Andrew och Koyluoglu H. Ugur (1998): Reconcilable Differences. Risk, Volym
11, Nummer 10. S. 56-62.

12 Basel Commiittee on Banking Supervision (2005). An Explanatory Note on the Basel II IRB Risk Weight Functions.
http:/ /www.bis.org/bcbs/irbriskweight.pdf.
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Modellen, i form av en linjir fler-faktor modell, specificeras pa féljande sitt."

pi(S) = pi X [Wig X So + Xty wig X Si] (23)

Vidare giller foljande notation:

o p;(S) star for garanti- eller lintagare i:s slumpmissiga sannolikhet for fallissemang
som en funktion av en uppsittning bakgrundsfaktorer, S = {S, ..., S }-

e p; ir den langsiktigt genomsnittliga sannolikheten for fallissemang for garanti- eller
lantagare i

o Sy ger uttryck f6r bakgrundsfaktorn for sektor k (dir Sy utgor ett specialfall i form
en residualfaktor, som uttryck for den del av modellen som inte férklaras av nagon
sektor alls)

® W;, motsvarar i sin tur garanti- eller lintagare i:s faktorvikt gillande sektor k

Modellspecifikationen i samband (23) innebir, 1 all sin enkelhet, att varje bakgrundstaktor
fungerar som en multipel, dir varje enskild garanti- och lantagares fallissemangssannolikhet
skalas upp- eller ned beroende pa utfallet pa de bakgrundsfaktorer som de dr exponerade — 1
praktiken om de ar storre eller mindre dn ett.

I textrutan pd sidan 33 redogors f6r ett enkelt berdkningsexempel som illustrerar hur
modellen fungerar.

5.5 Faktormodellens bestandsdelar

I det foljande forklaras modellens olika bestandsdelar.

13 Om modellen reduceras till endast en bakgrundsfaktor, som dirmed dr gemensam for samtliga garanti- och ldntagare i en

portfélj, forenklas samband (23) till p;(S) = p; X [(1 —w;) + w; X S].
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Normerade genomsnittliga fallissemangsfrekvenser

Varje bakgrundsfaktor i modellen, Sy, utgdrs av den genomsnittliga fallissemangsfrekvensen,

Xp, tor respektive sektor som normeras med hinsyn till sitt vintevirde, E(X;f 3 Av denna
k
normering foljer att varje bakgrundsfaktors vintevirde ér lika med ett.
E(S) =E(55) = == x E(X,) =1 24)
E(X) E(Xk)

Resultatet 1 samband (24) utgdr en viktig teknalitet som sakerstiller att varje garanti- och
lantagares forvintade fallissemangssannolikhet ér lika med den langsiktigt genomsnittliga
fallissemangssannolikheten (som ges utanfér modellen).

E[p;(S)] = pi X Xkeowix X E(Sk) = p; (25)

Dirmed paverkas inte berikningen av forvintad forlust av modellen. Det dr endast
spridningen kring den forvintade forlusten som paverkas, vilket just dr fortjansten med en
portféljmodell for att berdkna oférvintade forluster.

Oberoende och gammaférdelade bakgrundsfaktorer
Gillande bakgrundsfaktorernas slumpmissiga egenskaper antas att de r sinsemellan
oberoende och tillhér en gammaférdelning, Sp~I' (ay, Bx). Gammaférdelningen ir en

parametrisk foérdelning som beskrivs av en formparameter, a > 0, och en skalparameter,

Bi > 0.

Gammafordelningen dr 1 sammanhanget tilltalande 1 den meningen att den:

e Endast antar positiva virden
e Uppvisar skevhet

e Beskrivs med ett fatal parametrar

Respektive bakgrundsfaktors slumpmissiga egenskaper ges av foljande tithetsfunktion,

_(S_k>
sk%1xe \Pk

Br“exr(ay)

s (S e, Br) = (26)

dir s € (0, ). Funktionen I'(}) i nimnaren utgdr den s.k. gammafunktionen.

Gammafordelningens vintevirde och varians ges av foljande uttryck (se sidan 61-62 f6r en
hirledning av respektive uttryck).

E(Sk) = ay X P 27)
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Var(Sy) = ay X B2 (28)

Med hjilp av notationen Var(Sy) = g och vetskapen om att E(Sy) ir lika med ett (se
samband (24) pa sidan 31) kan de antagna bakgrundsfaktorernas parametrar enkelt 16sas ut
ur samband (27) och (28), genom s.k. momentmatchning.

(29)

Br = o (30)

Enskilda exponeringar mot respektive sektor

Faktorvikten w;  ger uttryck for hur kinslig garanti- eller lintagare i:s
fallissemangssannolikhet dr for (slumpmissiga) forandringar i respektive bakgrundsfaktor.
Eller med andra ord, hur exponerad varje garanti- och lantagare dr mot férandringar i
respektive sektor.

Residualvikten w; ¢ speglar i sin tur den del av férindringen i en eller flera bakrundsfaktorer

som inte har nagon paverkan pa garanti- eller lantagare i:s sannolikhet for fallissemang.

5.6 Storleken pa de fallissemangskorrelationer som bestams
endogent av standardmodellen

Den presenterade standardmodellen implicerar f6ljande parvisa fallissemangskorrelation
mellan olika garanti- och lintagare som tillhér samma sektor."

JPiXDpj
) = J X Z;(n=1 Wi,ij,k X Var(Sk) (31)

Ja-ppx /(1—p,-)

Styrkan i fallissemangskorrelationen beror saledes pa:

e Volatiliteten i den for varje sektor gemensamma ekonomiska miljén (Var([S])
® Respektive garanti- och lintagares kreditvirdighet (p; och p;)

e TFaktorvikterna som speglar respektive garanti- och lantagares kinslighet for
forandringar i sektorn (W; . och w; i)

De matematiska resultat som foljer med modellen har sdledes en rimlig ekonomisk tolkning.

14 For en hirledning se Gundlach, Matthias och Lehrbass, Frank (2004): CreditRisk+ in the Banking Industry. Springer-
Verlag. Berlin Heidelberg New York. S. 13. ISBN 3-540-20738-4.
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Betingade fallissemangssannolikheter i standardmodellen
Antag en portfolj med fyra stycken lintagare, dir portféljen dr exponerad mot tva olika

sektorer (sektor A och B). I tabell 2 redogérs £6r de enskilda lintagarnas forvintade
sannolikhet for fallissemang och exponering mot respektive sektor.

Tabell 2 Enskilda lantagares fallissemangssannolikhet och faktor vikt

Sannolikhet fér falissemang Faktorvilter
SektordA  SektorB  Residualen
Lantagare 1 1 % 60 % 25 % 15 %
Lantagare 2 3 % 80 % 0 % 20 %
Lantagare 3 1% 50 % 40 % 10 %
Lantagars 4 3 % 5 % 65 % 30 %

Antag vidare att den normerade genomsnittliga fallissemangsfrekvensen i sektor A

respektive B tillhor foljande gammaférdelningar (se figur 5).

Figur 5 Bakgrundsfaktorernas téathetsfunktioner
3,0%

Ha0ch pip
2,5%
2,0%
1,5%
1,0%
0,5%
0,0% -
0 1 2 3 4 5
= Bakgrundsfaktor A = Bakgrundsfaktor B

I ett scenario, av en miangd mojliga scenarion, blir det slumpmassiga utfallet pa
bakgrundsvariabeln A4 lika med 2,5 (som ett uttryck f6r en kraftig, och férhallandevis
osannolik, nedgang i sektor A). Motsvarande utfall pa bakgrundsvariabeln B blir 0,9 (vilket
ligger i ndrheten av ett normalldge i sektor B). I det specifika scenariot ger standardmodellen
foljande betingade sannolikheter for fallissemang.

P(D; =1|S, =255 =0,9) =1% X (0,15x 1+ 0,6 X 2,5+ 0,25 x 0,9) = 1,875 %
P(D,=1|S,=25,5;=09) =3%xX(02%X1+0,8%x25+0x09)=66%
P(D;=1]S8,=25S;=09)=1%x(01x1+05x25+0,4x09)=17%

P(D,=1]S,=255S; =09)=3%x (0,3x1+0,05x 2,5+ 0,65 x 0,9) = 3,0 %
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6 Standardmodellen modifieras for
analysen av statens portfolj

Med hinsyn till dels de praktiska férutsittningar som giller (sasom tillgangen till data), dels
behovet av att inkludera fler riskfaktorer i modellen (sasom samvariationer mellan olika
sektorer) har Riksgilden gjort ett antal modifieringar av standardmodellen. CreditRisk+ ar
emellertid fortfarande utgangspunkten, men modellen plockas isir och sitts sedan ithop igen
pa ett annat sitt an standardmodellen och med ett par tilligg (se tabell 3 f6r en
sammanfattning).

Tabell 3 Sammanfattning av standardmodellens modifieringar

Standardmodellen Modifiering
Avsteg fran standardmodellen
= Analytisk approximation = Numerisk approximation
= Multipel sektortillhérighet = Unik sektortillhrighet

Tillagg till standardmodellen

= Oberoende bakgrundsfaktorer = Korrelerade bakgrundsfaktorer

= Konstanta atervinningsgrader = Slumpmadssiga atervinningsgrader

= Oberoende mellan fallissemangsfrekvens och = Samvariation mellan fallissemangsfrekvens och
atervinningsgrad atervinningsgrad

6.1 Monte Carlo underlattar modifieringar av modellen

I standardversionen av CreditRisk+ utnyttjas en s.k. sannolikhetsgenererande funktion som,
med st6d av ett antal matematiska férenklingar och approximationer, gér det maoijligt att
berikna portfoliens forlustfordelning med ett analytiskt uttryck.”

Riksgilden ser emellertid inget egenvirde i moéjligheten att beridkna férlustférdelningen med
hjilp av en formel. Utifran det synsittet finns i stort sett endast nackdelar med de
forenklingar och approximationer som ett analytiskt uttryck forutsitter, eftersom de
ofrankomligen begrinsar riskanalysen — med en mdojlig underskattning av den oférvintade
forlusten som foljd.

15> Gundlach, Matthias och Lehrbass, Frank (2004): CreditRisk+ in the Banking Industry. Springer-Verlag. Berlin
Heidelberg New York. S. 7-24. ISBN 3-540-20738-4.
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Riksgilden har i stillet valt en numerisk approximation av forlustférdelningen med hjilp av
Monte Carlo simulering. Det innebir visserligen ett betydande avsteg fran CreditRisk+ i sin
standardform, men gor det samtidigt enklare att utvidga modellen.

Det ska dock papekas att heller inte Monte Carlo simulering dr utan problem. De
simuleringar som genereras i en dator utgor endast en approximation av den eller de
slumpvariabler som modelleras.

Till att borja med dr de slumptal som simuleras i en dator inga riktiga slumptal, utan s.k.
pseudoslumptal som bestims med hjilp av en bestimd algoritm (eftersom en dator ir en
deterministisk maskin). Avancerade mjukvaruprogram genererar dock pseudoslumptal som i
regel framstar som slumpmissiga nog for att utgéra en godtagbar approximation av genuin
slumpmissighet.'®

Dessutom utgér de hypotetiska utfall som simuleras endast ett begrinsat stickprov pa den
eller de slumpvariabler som simuleringen avser, vilket ger upphov till s.k. slumpfel. Ju fler
utfall som simuleras, desto bittre beskriver det begransade stickprovet den underliggande
slumpvariabelns egenskaper. Att simulera ett stort antal utfall kan dock vara mycket
tidskrivande."” Det giller inte minst en modell som innehaller ett stort antal variabler (sisom
portfoljmodellen 1 fraga).

6.2 En fundamentalansats underlattar hanteringen av modellen

Med anledning av bristen pa portféljbaserade data har Riksgalden gjort ett forenklat
antagande om en s.k. fundamentalansats. Det innebir dels att varje enskild garanti- eller
lintagare dr unikt knuten till endast en sektor, dels att varje forindring i sektorns
bakgrundsfaktor ger upphov till en motsvarande férindring i den enskilde garanti- eller
lantagarens fallissemangsfrekvens.

I och med en fundamentalansats giller dirfor att faktorvikten, w; i, dr lika med ett (hundra
procent) for den unika sektor k som garanti- eller lantagare I tillh6r och noll (noll procent)
for alla andra sektorer, vilket ofrankomligen medfor en forenkling. I verkligheten kan en
garanti- eller lantagares framgangar eller missdden mycket vil paverkas av utvecklingen i
flera sektorer. Till exempel ett globalt foéretag med verksamhet inom flera olika branscher.

Vidare foljer att residualvikten, w; g, r lika med noll (noll procent) f6r samtliga garanti- och
lantagare, vilket dven det dr en forenkling. Ddrmed bortses fran att olika garanti- och

16 McLeish, Don L. (2005): Monte Carlo Simulation and Finance. John Wiley & Sons, Inc. S. 77-92. ISBN 13 978-0-471-
67778-9.

17 For att 6ka precisionen i en simulering med exempelvis en faktor 10 krdvs en 6kning av antalet simuleringar med en
faktor 100.

Fokusrapport, mars 2017 35 Berékning av risken for stora kreditforluster



lantagare har specifika egenskaper, till exempel kreditvirdighet och storlek, som gor dem
olika kinsliga f6r fordndringar i den ekonomiska milj6 de verkar 1.

6.3 Korrelationer mellan olika sektorer

I standardversionen av CreditRisk+ gors ett antagande om oberoende mellan de
sektorbaserade bakgrundsfaktorerna i modellen (se sidan 31). Det innebir att de
fallissemangskorrelationer som finns mellan garanti- och lantagare 1 olika sektorer
underskattas i modellen. Med en fundamentalansats, dir varje garanti- och lantagare dr unikt
knuten till endast en sektor, 6kar problematiken ytterligare. Den senare forenklingen innebir
nimligen att standardmodellen inte ger nagot bidrag alls till denna typ av korrelationer.

Ett sitt att hantera det uppmirksammade tillkortakommandet ér att ligga till en generell
bakgrundsfaktor, @, till modellen som samtliga sektorspecifika bakgrundsfaktorer beror pa
(vilket idr en I6sning som ursprungligen togs fram av Gétz Giese).'®

For den generella bakgrundsfaktorn gors sedan ett antagande om att den tillhér en
gammafordelning med féljande egenskaper,

E(@ =1 (32)

Var(Q) = &2 (33)
vilket, analogt med samband (29) och (30), medf6r att Q~I" (%, 52).

Den generella bakgrundsfaktorn, Q, utgér en latent (icke-observerbar) slumpvariabel och har
dirfor ingen reell innebord. Den dr endast utformad for att skapa en matematiskt angendm
korrelationsstruktur mellan de sektorspecifika bakgrundsfaktorerna i modellen. Diremot kan
den generella bakgrundsfaktorn #/kas som den (normerade) genomsnittliga
fallissemangsfrekvensen i ekonomin i stort, vilken symboliserar tillstandet 1 den allmanna
ekonomiska utvecklingen.

I nasta steg antas att varje sektorspecifik bakgrundsfaktors formparameter ar en linjar
funktion av den generella bakgrundsfaktorn,

a,(Q) = ap X Q (34)

dir ay > 0 dr en sektorspecifik konstant.

18 Giese, G6tz (2003): Enhancing CreditRisk+. Risk, Volym 16, Nummer 4. S. 73-77.
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Samband (34) medfor att Sp~I"(ay X Q, Br), dir den generella bakgrundsfaktorn siledes
paverkar samtliga sektorspecifika bakgrundsfaktorers enskilda fordelningar.

Exempel pa den utvidgade modellens funktionssatt
Den sammansatta gammamodellens funktionssitt kan illustreras med ett enkelt exempel.

Om det exempelvis sker ett ogynnsamt utfall pa den generella bakgrundsfaktorn innebar det
samre forutsittningar i samtliga sektorer pa en och samma gang, vilket 6kar sannolikheten
for en hogre genomsnittlig fallissemangsfrekvens i flera sektorer samtidigt. Denna
forutsittning medfor 1 sin tur en 6kad sannolikhet for att garanti- och lantagare i olika
sektorer blir féremal f6r en hogre fallissemangssannolikhet dn 1 ett normallidge, och med det
en Okad sannolikhet for fallissemangskluster 1 flera sektorer samtidigt.

Den utvidgade delen av modellen har en direkt parallell till standardmodellen. Varje
sektorspecifik bakgrundsfaktor, Sk (Q), utgdr nimligen en mixningsvariabel, analogt med
pi(X). Dirmed kan samma matematiska knep utnyttjas, dir mixningsproceduren upprepas i
flera steg (se textrutan pa sidan 39 for ett enkelt berakningsexempel).

1. Guvet ett utfall pa den generella bakgrundsfaktorn kan de olika sektorfaktorerna
hanteras som om de vore oberoende.

2. Gipet ett utfall pa respektive sektorfaktor (givet utfallet pa den generella
bakgrundsfaktorn) kan i sin tur de enskilda garanti- och lantagarna betraktas som
oberoende.

Forfarandet utgor en sammansatt gammamodel] (’Compound Gamma Model” pa engelska).

Den sammansatta gammamodellens egenskaper

Utifran den utvidgade modellen giller f6ljande uttryck for respektive bakgrundsfaktors
vintevirde och varians (se sidan 62—63 for en hirledning av respektive uttryck).

E(Sk) = ap X Bk (35)

Var(Sk) = Bk + 52 (36)

Avseende samband (35) respektive (36) infors dessutom varsitt begrinsande villkor. Ett
villkor, E(Sy) = 1, som bevarar normeringen av den genomsnittliga

fallissemangsfrekvensen i varje sektor (s att E[p;(S)] = p; fortfarande giller). Ett annat
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villkor, Var(S,) = 0',3, som sikerstaller att de samvariationer som galler inom varje sektor
(som styrs av Var[Sy]) inte piverkas av att den generella bakgrundsfaktorn infors i
modellen, eftersom syftet med den generella bakgrundsfaktorn endast ar att forklara
samvariationer zellan olika sektorer.

Givet dessa villkor giller, analogt med samband (29) och (30), att varje sektorspecifik
bakgrundsfaktors form- och skalparameter kan uttryckas pa féljande sitt, med hjilp av

momentmatchning.

N 1
@ = ot (7)
By = o — &2 (33)

Eftersom vatje sektorspecifik bakgrundsfaktors skalparameter dr strikt positiv, S > 0,
medfér samband (38) att 3% maste vara mindre 4n o for samtliga sektorer. Eller med andra
ord, den generella bakgrundsfaktorns varians begrinsas av den liagsta variansen i de
sektorspecifika bakgrundsfaktorerna.

0 < 6% < ming{o?} (39)

Samband (39) kan tolkas som att férandringar i den allmidnna ekonomiska utvecklingen har
en mindre paverkan pa sektorerna dn motsvarande féraindringar i den sektorspecifika
utvecklingen (sasom strukturella skift eller substitution i en bransch).

Avseende samvariationen mellan olika sektorer hiarstammar den frin en och samma killa,
den generella bakgrundsfaktorn. Samvariationen i fraga ar sialedes homogen, vilket
tortydligas av féljande uttryck for kovariansen mellan de olika sektorerna (se sidan 63—64 for
en hirledning).

Cov(Sk,S;) = &2 (40)
dir k # L.

I och med samband (40) giller siledes att ju storre volatilitet i den allminna ekonomiska
utvecklingen, desto hogre samvariation mellan de olika sektorerna i modellen.
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Betingade fallissemangssannolikheter i den modifierade modellen

Antag en portfolj med fyra stycken lintagare, dir portféljen dr exponerad mot tva olika
sektorer (sektor A och B). Lantagare 1 och 2 ir unikt knutna till sektor A, medan lintagare 3
och 4 ir unikt knutna till sektor B. I tabell 4 nedan redogérs f6r de enskilda lintagarnas
forvintade sannolikhet for fallissemang och exponering mot respektive sektor.

Tabell 4 Enskilda lantagares fallissemangssannolikheter och faktorvikter

Sannalikhet fér fallissemang Faktorvikter
Sektor  SektorB Residualen

Lantagare 1 5 % 100 % 0 % 0 %
Lantagare 2 18 100 % 0 % 0 %
Lantagare 3 3 Gh 0 % 100 % 0 %
Lantagare 4 2 8 0 % 100 % 0 %

Antag vidare en generell bakgrundsfaktor som ir gemensam fér bada sektorerna, vilken
antar ett virde pa 2,0 (som uttryck for en nedgang i den allminna ekonomiska utvecklingen).
Givet detta utfall férklaras den normerade genomsnittliga fallissemangsfrekvensen i sektor A

respektive B av foljande gammaférdelningar (se figur 6).
Figur 6 Bakgrundsfaktorernas tathetsfunktioner (med och utan den generella faktorn)

3,0% HalQ =200chpug| Q=20
2,5%
2,0%
1,5%
1,0%
0,5%

0,0% -*

=== Obetingad fordelning - Bakgrundsfaktor A
=== Obetingad férdelning - Bakgrundsfaktor B

Betingad fordelning - Bakgrundsfaktor A
Betingad fordelning - Bakgrundsfaktor B

Gipet scenariot 1 den allmdnna ekonomiska utvecklingen forvintas en hogre genomsnittlig
fallissemangsfrekvens 4n normalt i bada sektorerna samtidigt. Antag att virdet pa
bakgrundsfaktorn i sektor 1 respektive 2 blir 1,5 och 1,3 — vilket motsvarar en svag nedgang
i bada sektorerna samtidigt. Det medf6r foljande betingade sannolikheter f6r fallissemang.

P(D;=1]S5,=15S,=13)=5%x0x1+1x15+0x13)=75%
P(D,;=1]85,=15S,=13)=1%x0x1+1x15+0x13)=15%
P(D, =115,=155S;=13)=3%x0x1+0x15+1x13)=39%

P(D;=1]85,=15S,=13)=2%Xx(0x1+0x15+1x13)=26%
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Fallissemangskorrelationer mellan garanti- och lantagare i olika sektorer

Den utvidgade delen av modellen implicerar féljande parvisa fallissemangskorrelation mellan
olika garanti- och lantagare som tillhér olika sektorer."”

JPiXDj _
p(Di, Dj) = . X Y= WigWj X G°
V(@-px /(1—101')

Styrkan i de fallissemangskorrelationer som giller mellan garanti- och lantagare 1 olika

(41)

sektorer beror saledes pa den generella bakgrundsfaktorns varians. Ju storre volatilitet i den
allmanna ekonomiska utvecklingen, desto hogre samvariation mellan garanti- och lantagare i
olika sektorer.

6.4 Slumpmassiga atervinningsgrader givet fallissemang

Oforvintade forluster forklaras inte bara av variationer i garanti- och lantagarnas
fallissemangssannolikheter, utan dven av variationer i atervinningsgraden givet fallissemang.
I standardversionen av CreditRisk+ hanteras emellertid atervinningsgraden givet
fallissemang som en konstant.

Denna begrinsning i standardmodellen kan atgirdas genom att modellera varje enskild
garanti- och lantagares atervinningsgrad givet fallissemang som en slumpvariabel, som tillh6r
en standardiserad betaférdelning, RR~Beta(y, €). Fordelningens egenskaper beskrivs av
tva formparametrar, ¥ > 0 och € > 0, med hinsyn till féljande tithetsfunktion,

rrY~Ix(1-rr)€1

42
B(y.€) (42)

frr(7; v,€) =

dir rr € [0,1]. Uttrycket B(y, €) i nimnaren utgor den s.k. Betafunktionen.

Just den standardiserade betaférdelningen dr i sammanhanget en vedertagen férdelning,
bland annat med hansyn till att férdelningen:

e Ar begrinsad i intervallet noll till ett, vilket gir hand i hand med att
atervinningsgraden 1 regel inte kan bli mindre 4n noll procent eller storre in hundra
procent av det garanterade eller utlinade beloppet

e Har en flexibel form som medger att dtervinningsgraden givet fallissemang har olika
egenskaper for olika prioritetsklasser

e Beskrivs med ett fatal parametrar

19 For en hirledning se Gundlach, Matthias och Lehrbass, Frank (2004): CreditRisk+ in the Banking Industry. Springer-
Verlag. Berlin Heidelberg New York. S. 154. ISBN 3-540-20738-4.
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Att betafordelningens tithetsfunktion dr unimodal (med endast en topp) dr emellertid en
svaghet. Det finns namligen empiriska studier som visar att atervinningsgraden givet
fallissemang typiskt sett dr bimodal (med tva toppar).”

Utifran tithetsfunktionen i samband (42) giller foljande uttryck for atervinningsgradens
vintevirde och varians (se sidan 64—065 fOr en hirledning av respektive uttryck).

_ Y

E(RR) =" (43)
_ Y X€

Var(RR) T (y+1+)x(y+e€)? (44)

Med hjilp av samband (43) och (44), samt notationen E(RR) = ugg och Var(RR) = OBp,

kan formparametrarna y och € uttryckas pa foljande vis, genom momentmatchning.

1-URR
=|—— X
€ [ o ] y (46)

6.5 Samvariation mellan atervinningsgraden givet fallissemang
och fallissemangsfrekvensen

Bade intuition och empiri ger stdd for att det finns en systematisk (negativ) samvariation
mellan fallissemangsfrekvensen och atervinningsgraden givet fa]lissernang.21 Nir
fallissemangsfrekvensen dr hogre dn normalt dr i regel atervinningsgraden givet fallissemang
ligre 4n normalt, och vice versa (se sidan 14). Utan hiansyn till denna samvariation
underskattas den oférvintade forlusten i en portfol;.

Den uppmirksammade samvariationen kan med fordel uttryckas som korrelationen mellan
den genomsnittliga fallissemangsfrekvensen i ekonomin i stort och den genomsnittliga
atervinningsgraden givet fallissemang i ekonomin i stort. Att utgd ifran aggregerade
fallissemangs- och atervinningsvariabler implicerar dock ett férenklat antagande om att
beroendestrukturen i fraga ir homogen. I praktiken giller rimligen att samvariationen ser
olika ut beroende pa om garanti- och lantagarna har en stark eller svag kreditvardighet och
om garanti- och laneengagemangen har formansritt eller ej. Det dr emellertid nyanser som ar
komplicerade att hantera 1 praktiken, dels med hinvisning till ett begrinsat dataunderlag, dels
att det blir tekniskt utmanande.

20 Schuermann, Til (2004): What Do We Know About Loss Given Default?
http://fic.wharton.upenn.edu/fic/ papers/04/0401.pdf.

21 Antens-Miller, Katarina (2007): The Relationship Between Default Rates and Recovery. Standard & Poor’s RatingsDirect.
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Dirutéver dr det en utmaning 1 sig att formalisera den uppmarksammade samvariationen.
Det beror pa att fallissemangsfrekvensen ar gammafordelad och dtervinningsgraden givet
fallissemang ir betaférdelad. Dirmed finns inget givet uttryck f6r den simultana
fordelningen, med hinsyn till beroendet mellan respektive marginell f6rdelning.

En moijlig 16sning pa problemet 4r att modellera en copulafunktion. I det hir fallet en
bivariat copulafunktion, C(u, v). Det ir en funktion som, i likhet med en mixningsansats,
kan utnyttjas som ett matematiskt knep for att bestimma simultana sannolikheter med
hinsyn till samvariationer (se textrutan pa sidan 43—44 for en kortfattad forklaring).

Vad det giller samvariationen mellan dtervinningsgraden givet fallissemang och
fallissemangsfrekvensen, och de marginella fordelningarna for respektive faktor, har
Riksgilden valt en implicit copulafunktion i form av en Gaussisk copulafunktion. I valet av
copulafunktion har Riksgilden néjt sig med en enkel formalisering av samvariationen, utan
nagon nirmare hinsyn till copulans statistiska egenskaper. De tidsserier Riksgilden har
tillgang till 4r helt enkelt for begrinsade for en sidan analys.

Den valda copulafunktionen ges av féljande uttryck.”

Cu,v; 8§) =@(@ (W), 2 ' (v);Y) =

52—2p5t+t2

fqu(u) fqu(v) LY e_[_z(l—pz) ]dsdt (47)

o oo i
1
dir p € [—1,1] star for korrelationskoefficienten i kovariansmatrisen Y, = [p ﬁl)] och @
ger uttryck for fordelningsfunktionen fér den standardiserade normalférdelningen.”

Tithetsfunktionen for en Gaussisk copula ges i sin tur av f6ljande uttryck, dir ¢ ar
tithetsfunktionen for den standardiserade normalférdelningen.”

_(db_l(u)z—2pd>_1(u)x¢_1(v)+d>_1(u)2>
1
Xe

— 2(1-p2)
T @)l o) T (), )
%Xe 2 X\/%_EXE p)

22 Se Yates Roy D. och Goodman, David J. (1999): Probability and Stochastic Processes. John Wiley & Sons. New York. S.
186. ISBN 0-471-17837-3.

23 For en standardiserad normalférdelning, dir variansen 4r lika med 1t, dr kovariansmatrisen lika med korrelationsmatrisen.

.. . . . . . Y e 9%2¢c(uv; m)
24En copulas tithetfunktion bestims genom att detivera copulafunktionen partiellt tva ginger c(u, v; T) = ———— =

dudv
AR AO)
foa (P2 ) )% fizy (P72 )
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Copulafunktionen erbjuder en finurlig matematisk lI6sning

Antag en uppsattning beroende slumpvariabler X; och X, med marginella
tordelningsfunktioner Fy, (x;) = P(X; < x;) och Fy, (x;) = P(X, < x,). Vidare giller att det
inte existerar nagot analytiskt uttryck som formaliserar férdelningsfunktionen, Fy, x, (x1,x;) =
P(X; < x1,X; < x3), f6r samlade utfall pa X; och X,. En finurlig 16sning till problemet ar att
utnyttja en copulafunktion, €(uy,u,). Det ir i sig en simultan fordelningsfunktion, fast f6r
marginella slumpvariabler som ar likformigt férdelade i intervallet noll till ett, U; ~Lik(0,1)
och U,~Lik(0,1). Eftersom en likformigt férdelad slumpvariabel 1 intervallet noll till ett kan
mappas mot en annan slumpvariabel vars fordelningsfunktion har en invers som ar
vildefinierad (det vill siga att férdelningsfunktionen ér strikt tilltagande). Darfor ar det
mojligt att uttrycka beroendet mellan X; och X, och deras marginella fordelningar var for sig,
tor att sedan koppla ihop dem med hjilp av copulafunktionen (som betyder just koppling).

Fordelningsfunktionen Fy(y) = P(Y < y) beskriver sannolikheten for att den enskilda
slumpvariabeln Y, antar ett virde mindre eller lika med y. Det ér siledes en funktion som
transformerar ett vanligt tal, y, till ett annat tal i intervallet noll till ett (eftersom varje virde
pa fordelningsfunktionen motsvarar en sannolikhet). Férutsatt att slumpvariabeln Y dr
kontinuerlig giller att den konstruerade slumpvariabeln U = F,(Y) ér likformigt foérdelad pa
intervallet noll till ett, U~Lik(0,1). Omvint dr det med hjilp av inversen Y = F; ' (U) moijligt
att genomféra mappningen i motsatt riktning.”

Om ett beroende giller mellan X; och X, ir de konstruerade slumpvariablerna U; = Fx, (X;) och
U, = Fy,(X,) isin tur beroende. Om de konstruerade slumpvariablerna sedan mappas mot

Zy = F;'(U,) och Z, = F;!(U,) ir de fortfarande beroende, dir Z; och Z, kan tillhéra vilken
fordelning som helst. Om man till exempel viljer att Z; respektive Z, tillhor en
standardiserad normalférdelning, Z; ~N(0,1) och Z,~N(0,1), har det férdelen att det finns en
kind simultan férdelning. I det har fallet den standardiserade simultana normalférdelningen,
[Z1,Z,]~N(0,Y), dir fordelningsfunktionen, Fy, z, (2, 2,), beskriver beroendestrukturen och

. . 1 . .
kovariansmatrisen, } = [p [1)], beskriver styrkan 1 beroendet.

Med kinnedom om F,, ,,(z;,2,) gar det att utnyttja att vilken existerande simultan férdelning
som helst, inte bara den simultana normalférdelningen, med argumenten z, = F;.'(u,;) och

z, = F7'(u,) aterger den simultana férdelningen for U, ~Lik(0,1) och U,~Lik(0,1) (se sidan 65
for en harledning).

Fz.2, (Fz_l1 (wy), F7,' (uy); 8) = P(Uy < uy, U, < uyp) 49)

2> Angus, E. John (1994): The probability integral transform and related results. SIAM Review, Volym 36, Nummer 4. S.
652—654.
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Den resulterande férdelningsfunktionen i samband (49) utgor en implicit copulafunktion,
C(uy,uy; 8), dir & ger uttryck for copulans beroendeparameter. Att det handlar om en
implicit copulafunktion kommer utav att den ges av en annan simultan férdelningsfunktion
—1idet hir fallet den standardiserade simultana normalférdelningen. Alternativet ar en
explicit copulafunktion, dir copulafunktionen specificeras direkt (utan hinsyn till nagon
annan kind fordelningsfunktion).

T T
Genom att X; och X, mappas mot U; och U; kan observationer, {xft)} och {xét)} , pa X,
t=1 t=1
T

. T o
och X, anvindas for att konstruera s.k. pseudo-observationer, {uit)} och {ugt)} , pa Uy
t=1 t=1

och U,. De kan sedan utnyttjas for estimeringen av den copulafunktion som viljs. I
praktiken att bestimma §. Fér en Gaussisk copulafunktion innebir det att bestimma p i
kovariansmatrisen 3.

For att slutligen fa en simultan foérdelning med de marginella fordelningsfunktioner, Fy, (x;)
och Fy,(x;), som giller f6r X; och X, ir det nédvindigt att U; och U, mappas tillbaka mot X;
och X,, med hjilp av X; = Fx'(U;) och X, = Fi ! (U,). Den resulterande copulafunktionen,
med de marginella férdelningarna Fy, (x;) och Fy,(x,) som argument, ar angenamt nog lika
med den simultana férdelningen for X; och X, (se sidan 65 for en hirledning).”

C(Fxl (1), Fy, (x2); 5) = Fx, x, (1, x2) (50)
Figur 7 Den implicita Copulafunktionen

[21,2,] Zy = Fz_ll(Ul) [Uy, Us] Uy = Fy,(X,) [X1,X5]

Zy = F7,'(Uy) U, = Fy,(X3)

Z,~N(0,1) Uy ~Lik(0,1) X

!

Z,~N(0,1) ' U,~Lik(0,1) ' X,
—) —)

Froz, 0 22) €ty 1z) Fy, x, (X1, %2)
Uy = Fz,(Zy) X, = Fg(Uy)
Uy = Fz,(Z2) X, = Fg (Uy)
f—————— Steg | I Steg2 ————
CQur,w) = Fr,z, (5 (wn), Pt (w) P (e 22) = €0, () P (12))

20 Om steg 1 och steg 2 i figur 7 i stillet studeras i ett enda steg giller att den simultana férdelningsfunktionen f6r X;och X,
uttrycks som Fy x, (%1,%5) = Fz,2, (Fill (FX1 (Xl)) , Fill (FX2 (Xz))> .
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/ Skattningar av modellens
parametrar

Merparten av det praktiska arbetet med en portféljmodell handlar om att bestimma
modellens parametrar. Dels att vilja data, dels att estimera parametrarna utifran de data som

valts.

I tabell 5 presenteras en sammanstillning av de parametrar som ingar i den valda modellen
och de uppgifter som behovs for att bestimma parametrarnas virden.

Tabell 5 Sammanstallning av portfélimodellens parametrar och statistiska matt

Engagemangsspecifika parametrar och matt

Exponering (EAD)

. Det aktuella garanti- eller lanebeloppet
Den férvantade sannolikheten fér fallissemang (p;)

= Genomsnittlig fallissemangsfrekvens baserad pé rating
Betafordelningens formparametrar avseende &tervinningsgraden givet fallissemang for olika prioritetsklasser (y;

och €)
= Genomsnittlig atervinningsgrad givet fallissemang baserad pa prioritet

=  Variansen i atervinningsgraden givet fallissemang baserad pa prioritet
Portféljpaserade parametrar och matt
Varje sektorbaserad bakgrundsfaktors form- och skalparameter («, och B;)
=  Variansen i den normerade fallissemangsfrekvensen i respektive sektor
=  Kovariansen mellan den normerade fallissemangsfrekvensen i olika sektorer
Copulafunktionens beroendeparameter (p)

e  Korrelationskoefficienten mellan den genomsnittliga fallissemangsfrekvensen i ekonomin i stort och den
genomsnittliga dtervinningsgraden givet fallissemang i ekonomin i stort

De enskilda garanti- och lantagarnas faktorvikter (w; ;)

7.1 Garanti- och lanebeloppen

De enskilda garanti- och lanebeloppen 1 portféljmodellen utgar ifrain de uppgifter som varje
garanti- och utlaningsmyndighet sammanstiller som underlag till arsredovisningen for staten

(ARS).

7.2 FoOrvantade sannolikheter for fallissemang

For varje enskild garanti- och lantagare estimeras den 1 modellen firvantade sannolikheten for
fallissemang genom att studera genomsnittliga fallissemangsfrekvenser ("Default rates” pa
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engelska) for olika ratingkategorier.”” Estimaten matchas sedan mot den
kreditvardighetsbedomning som ansvarig myndighet gjort i samband med att den forvintade
forlusten beriknats till respektive myndighets bokslut.

Ideala fallissemangsfrekvenser

Det dr i ssmmanhanget viktigt att skattade sannolikheter for fallissemang som ar baserade pa
ratings uppritthiller den kreditvardighetsskala som de olika ratingkategorierna avser att
aterge. Om inte denna ordning giller ger det upphov till orimligheter i berdkningen av bade
torvintade- och oférvintade forluster.

Problematiken brukar frimst gora sig gillande f6r de bista ratingkategorierna, det vill sdga
tor de garanti- och lantagare som har en mycket god kreditvirdighet. Dels att sannolikheten
for fallissemangen skattas till noll (vilken den i realiteten aldrig 4r), dels att den inbordes
rankningen av garanti- och lantagarnas kreditvirdighet inte alltid bevaras.

De uppmirksammade problemen pakallar att estimaten justeras pa lampligt sitt. Hir har
Riksgilden valt en parametrisk 10sning dir fallissemangsfrekvenserna utjaimnas med hjilp av
en exponentialfunktion, den s.k. utjimningsfunktionen.

f(r; 1) =exe ™7 (51)
dir ratingen 1 € {1, ..., 20}.*

Valet av funktionsform motiveras av att sannolikheten f6r fallissemang tilltar exponentiellt

med avtagande kreditvirdighet (eller linjirt med en logaritmisk skala).”

Givet den valda utjaimningsfunktionen har Riksgilden valt att tillimpa minsta kvadrat-
metoden for att anpassa de justerade (utjimnade) fallissemangsfrekvenserna, dr*(r) =

f(r; € 1), till de empiriskt skattade fallissemangsfrekvenserna, dr,.

Att bestimma ideala fallissemangsfrekvenser mynnar dirmed ut i f6ljande icke-linjdra
begrinsade optimeringsproblem.

2
min,; f(¢,7) = %22, (e X e™™" — dr;.) (52)

dar

bl

27 Moody’s Investors Service (2016). Moody's Annual Default Study Corporate Default and Recovery Rates 1920-2015.
Exhibit 35 — Average Cumulative Issuer-Weighted Global Default Rates by Rating (1983-2015).

28 Antalet ratingkategorier dr baserat pA Moody’s alfanumeriska ratingskala (frin Aaa till Ca-C)

29Bluhm, Christian, Overbeck, Ludger och Wagner, Christoph (2003): An Introduction to Credit Risk Modeling. Chapman
& Hall/CRC. S. 193. ISBN 1-58488-326-X.
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0<exl1

T > 0, och

2321 dr*(r) = 2321 a?r

Det sista bivillkoret i minimeringsproblemet begrinsar utjimningsproceduren till just relativa
justeringar genom att summan av fallissemangsfrekvenserna over samtliga ratingkategorier
halls ofériandrad.

lllustration av ideala fallissemangsfrekvenser
I figur 8 nedan illustreras ett exempel pa en justering av ett empiriskt underlag till ideala
fallissemangsfrekvenser med hjilp av en exponentiell utjamningsfunktion.

For att illustrationen ska bli tydligare har ratingkategorierna Caal till Ca-C utelimnats i

figuren.

Figur 8 Empiriska och ideala fallissemangsfrekvenser baserade pa ratings
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7.3 Betafordelningens formparametrar for atervinningsgraden

I ett forsta steg delas den forvintade atervinningsgraden givet fallissemang, som ansvarig
myndighet bedémt for enskilda garantier och lan 1 portféljen, upp i tre kategorier:

e Hog forvantad atervinningsgrad givet fallissemang, motsvarande en sakerstilld
fordran

e Normal forvintad atervinningsgrad givet fallissemang, motsvarande en gprioriterad
fordran

e Lag forviantad atervinningsgrad givet fallissemang, motsvarande en efferstilld fordran

Utifran denna kategorisering matchas sedan varje garanti och lan mot det genomsnitt och
den varians som Moody’s anvinder for olika forménsrittsliga prioritetsklasser, f €
{sakerstalld, oprioriterad, efterstalld}, nir de gor kreditvirdighetsbedémningar av
strukturerade produkter.”

Givet kinda virden pa den forvintade dtervinningsgraden givet fallissemang, figg £ och
variansen i atervinningsgraden givet fallissemang, é'\}%R o for respektive kategori, f, fis med

hjilp av samband (45) och (46) pa sidan 41 skattade virden pa respektive formparameter, J5
och €;.
f

7.4 Den sammansatta gammafdrdelningens form- och
skalparameter for respektive sektor

Som framgar av samband (37) och (38) pa sidan 38 beror varje sektorbaserad

bakgrundsfaktors formparameter och skalparameter pa variansen i bakgrundsfaktorn for den

aktuella sektorn, G,f, och motsvarande varians i den generella bakgrundsfaktorn, a2

Variansen i den normerade fallissemangsfrekvensen i respektive sektor

Varje sektor i modellen likstills med en bransch i enlighet med den branschklassificering
som Morgan Stanley Capital International (MSCI) och Standard and Poor’s tagit fram.” Att
sektoranalysen dr begrinsad till enbart branscher, och dirmed utelimnar geografiska
aspekter, har sin forklaring i brist pa data.

30 Moody’s Investors Service (2015). Moody’s Approach to Rating Corporate Synthetic Collateralized Debt Obligations.
Exhibit 3: Mean and Standard Deviation Assumptions by Asset Type, Seniority and Security.

31 MSCT och S&P Capital IQ (2014). GICS® Global Industry Classification Standard.
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For respektive sektor, k, studeras en tidsserie med T stycken obsetvationer av den

genomsnittliga fallissemangsfrekvensen i sektorn, {xk(t)}t_1.32 Baserat pa dessa data gors

sedan punktskattningar av den genomsnittliga fallissemangsfrekvensens vantevirde och

varians 1 respektive sektor med hjilp av stickprovsmedelvirdet, Xj, och stickprovsvariansen,

5,2,
A _ Z’{:lxk(t) _ =
i, = 22l 53)
~2 _ 1 §T ®© _ =)\ _ z2
Oxy =71 t=1(xk xk) = Sk (54)
Med hinsyn till normeringen i modellen, S, = T;)’ bestims sedan variansen i varje

k

sektorspecifik bakgrundsfaktor pa foljande satt.”

~2 _ 1 ~2
ag, = ﬁsz X 0%, (55)

Den valda skattningsmetoden, att skatta varje bakgrundsfaktors varians direkt utifran
sektorbaserade data, skiljer sig fran standardforfarandet. I det senare fallet gors i stillet en
indirekt skattning, utifran variansen i fallissemangsfrekvensen for respektive enskild garanti-
och lantagare i portfoljen som tillhor sektorn i fraga (till exempel som ett viktat medelvarde).
Enligt Riksgélden dr emellertid det sektorbaserade angrepssittet att foredra. En uppenbar
svaghet med standardférfarandet dr nimligen att det blir garanti- och lantagarnas
kreditviardighet som avgor volatiliteten i sektorn, inte sektorns karakteristiska drag och
egenskaper. Det medfor att skattningen blir kinslig f6r hur representativt det specifika
urvalet av enskilda garantier och ldn i portféljen som tillhér sektorn dr £f6r sektorn i sin
helhet.

Kovariansmatrisen

De sektorspecifika bakgrundsfaktorernas kovarianser, Cov(Sk, S;) dterges av
kovariansmatrisen, ) .

Var(S;) - Cov(Sy,Sm)
y = : - : (50)

Cov(S,,S1) - Var(Sp)

32 Standard & Poor’s (2015). CreditPro® - Custom table for Riksgildskontoret (Swedish National Debt Office).
3 Var(a x X) = a? x Var(X).
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Punktskattningar av elementen 1 kovariansmatrisens diagonal ges av skattningen i samband
(55). De icke-diagonala elementen i kovariansmatrisen skattas 1 sin tur med hjilp av

stickprovskovariansen, C ,

Yo (W) (0 O-x)

0(Xi, X1) = T = Ck,t (57)

samt féljande normering.

6(Si$1) = (58)
ﬁszxﬁXlz

Sammantaget erhills sedan den skattade kovariansmatrisen.

_ 6521 6(5115111)
S=| : (59)
6(Smt51) 65?m

I enlighet med den sammansatta gammamodellen (se sidan 36-38) giller dock att

samvariationen mellan olika sektorer i modellen 4r homogen (se samband (40) pa sidan 38).
_ g2 .
s=|% o ° (60)

g2 ... g2

2

I och med att den homogena kovariansmatrisen (som ges av modellen) och den empiriska
kovariansmatrisen (som ges av datat) ger utryck for samma sak kan kinnedomen om den
sistndimnda anvindas for att skatta den forstndmnda.

Minsta-kvadrat metoden for att bestdmma modellens parametrar

Givet kinnedom om den empiriskt skattade kovariansmatrisen, ), och de villkor som giller
for den sammansatta gammamodellen, har Riksgilden valt att skatta @, B och G2 med
hjalp av minsta-kvadrat metoden. Det innebir att bestimma den i modellen homogena, och

dirmed forenklade, kovatiansmatris, )., som stimmer bist éverrens med den empiriska

kovariansmatrisen, ).

Forfarandet mynnar ut i f6ljande icke-linjira begrinsade minimeringsproblem.
ming, 2 Yt [6% — (B + 32)]% + XRLs X124[6(Sk, S — 7217 (o1)

dar,
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a,tX,Bk=1
B + 7% = of;
Br >0

Den forsta kvadrattermen, [67 — (By + 62)]2, avser skillnaden mellan de empiriska och
modellerade elementen i1 kovariansens diagonal, medan den andra kvadrattermen,
[6(Sk,S;) — 62]?, avser motsvarande differens for de icke-diagonala elementen i
kovariansmatrisen.

Sammanfattningsvis medfor valet av data och skattningsmetod att graden av systematisk risk
1 modellen beror pa hur stark samvariation som foreligger mellan de sektorer som portféljen
ar exponerad mot.

7.5 De enskilda garanti- och lantagarnas faktorvikter

Respektive garanti- och lantagares faktorvikter bestims i enlighet med den valda
fundamentalansatsen (se sidan 35-30).

I ett specialfall galler emellertid ett viktigt undantag. Nar det finns utestiende garantier dar
det intraffat ett fallissemang men att statens garantiatagande dnnu inte har infriats sitts
faktorvikten lika med noll. I de fallen giller namligen att fallissemang dr en siker hindelse
(100 procents sannolikhet), dir det sdledes inte finns utrymme for nagon variation i
sannolikheten for att det ska ske.

7.6 Copulafunktionens beroendeparameter

Utifran valet av en Gaussisk copulafunktion for att formalisera beroendestrukturen mellan
fallissemangsfrekvensen i ekonomin i stort, DR, och dtervinningsgraden givet fallissemang i
ckonomin i stort, RR, beh6vs en skattningsmetod for att bestimma styrkan i beroendet. 1

praktiken att estimera korrelationskoefficienten p.

Hir har Riksgilden valt att gbra en semi-parametrisk skattning med hjilp av CML-metoden
(vilket dr en forkortning av ”Canonical Maximum Likelihood” pa engelska). Det ar en metod
som innebir att skattningen av de marginella férdelningarna och copulafunktionens
beroendeparameter utfors var for sig, 1 enlighet med foljande sekvens:

1. Forst utfors en icke-parametrisk skattning av respektive marginell
tordelningsfunktion for att med hjilp av dem konstruera ett stickprov med pseudo-
observationer fran copulafunktionens likformigt férdelade (marginella)
slumpvariabler.
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2. Baserat pa de konstruerade pseudo-observationerna i det fOrsta steget estimeras
sedan copulafunktionen parametriskt med hjalp av Maximum likelithood-metoden
(ML-metoden).

Skattning av de marginella férdelningsfunktionerna
T

. _ T
For att kunna konstruera ett stickprov med pseudo-observationer, {u(t)}t_l och {v(t)}t_l,

frin de konstruerade slumpvariablerna U = Fggr(RR) och V = Fpg(DR), behévs en

kontinnerlig framstillning av de marginella frdelningsfunktionerna Fpg(dr) och Fgg(77).
De kan bestimmas pa olika sitt, antingen parametriskt eller icke-parametriskt. Eftersom det
i ssmmanhanget endast ir beroendet mellan fallissemangsfrekvensen och dtervinningsgraden
givet fallissemang som ir av intresse gors inget antagande om vilken (parametrisk)
fordelning som DR respektive RR tillhor. T stillet skattas varje marginell

fordelningsfunktion, Fpg (%) och Fzr(¥7), direkt fran observerade tidsserier med

genomsnittliga fallissemangsfrekvenser for ekonomin i stort, {dr (t)}t—l’ och genomsnittliga

T
atervinningsgrader givet fallissemang f6r ekonomin i stort, {W(t)}t=1. Respektive skattning
utfors hjilp av en s.k. Kernelskattning ("Kernel Density Estimation” pa engelska) av
respektive tithetsfunktion, f bR (%) och f zr(TT).

fro) =2l K (22 62)
dar,

e K star for den s.k. Kernelfunktionen
e y; dr den i:te observationen av totalt N stycken observationer i stickprovet
{y(l)’ . y(N)}

e yir ett virde i utfallsrummet f6r den kontinuerliga slumpvariabeln Y (dir Y kan
vara vilken slumpvariabel som helst)

e h utgor en utjimningsparameter

Vad det giller sumpvariablerna DR och RR har Riksgilden valt en standardiserad Gaussisk
Kernelfunktion for att bestimma en empirisk skattning av respektive tithetsfunktion.
1 Yiz¥y?

K (22) = ﬁe—%( ) (63)
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Det ska i sammanhanget understrykas att valet av Kernelfunktion inte innebar ndgot
antagande om att nigon av de (marginella) slumpvariabler dr normalférdelade. Valet av
Kernelfunktion har heller ingen koppling till den Gaussiska copulafunktionen.

Vidare giller att,
© Yi—y
15K (E2)dy =1 (64)
dir férdelningsfunktionen, F'y (¥), bestims p4 sedvanligt vis.

ﬁy()’) = f_yoo/fy(s) ds (65)

Utifran tillgdngliga tidsserier och de marginella férdelningsfunktionerna kan konstruerade
pseudo-observationer sedan beriknas med hjilp av foljande samband.

a® = Fpg (E(t)) (66)
9 = Frr(r7®) (67)
Maximum likelihood-skattning av copulafunktionen

Med tillgang till ett stickprov med slumpmissiga och oberoende pseudo-observationer fran
de konstruerade slumpvariablerna U~Lik(0,1) och V~Lik(0,1) ir det mojligt att estimera

en Gaussisk copulafunktions beroendeparameter, i form av korrelationskoefficienten p, med
hjilp av ML-metoden.™

Det innebir att soka det virde pd p som givet en Gaussisk copulafunktion ger stérst chans
att dterge de pseudo-stickprov som konstruerats. Eller med andra ord, att maximera f6ljande
likelihood-funktion.

L(p) =T7=1 c(2®,9®; p) (68)

dir c(u, v; p) ir den bivariata tithetsfunktionen fér de konstruerade slumpvariablerna U

och V.

Som alltid ir det fordelaktigt att studera den logatitmerade likelihood-funktionen, I[(p), d4

den har samma maximum som L(p) men ir enklare att derivera.

I(p) =X Inc(2®,p®; p) (69)

34 For en kortfattad beskrivning av ML-metoden se Blom, Gunnar och Holmquist, Bjérn (1998): Sannolikhetsteori med
tillimpningar B. Studentlitteratur. Lund. S. 62—64. ISBN 91-44-00323-4.
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Med hyjilp av log-likelihood-funktionen mynnar uppgiften att estimera beroendeparametern

p ut i féljande maximeringsproblem.
p = argmax, Y{_;In c(®,5®; p) (70)

Med hianvisning till tithetsfunktionen f6r en Gaussisk copulafunktion (se samband (48) pa
sidan 42) resulterar maximeringsproblemet i samband (70) i féljande uttryck.

1
2(1-p?)

p = argmax,, [—gln(l - p?) — X (71)

o~1(a®)" | o~1(p®)°
2 2

1 @‘1(17“))2 - Zpd)_l(ﬁ(f)) % ¢—1(ﬁ(t)) + ¢—1(ﬁ(t))2 +

Loésningen till maximeringsproblemet i samband (71) fas genom att bestimma det virde pa
beroendeparametern p dir log-likelihood-funktionens derivata, %5), ar lika med noll, vilket

mynnar ut i féljande ekvation (se sidan 66—67 for en hirledning).”

ol(p) _  pT 1 T [3p —1( 2 2 —1(~ —1(
oy = Gopn G X Bt |3 X @ (2®)" = (1 +p) x 271(2®) x @~1(5®)

Det finns emellertid ingen analytisk 16sning till ekvationen i samband (72). Det skattade

virdet P bestims i stillet numeriskt.

7.7 Justering av modellens parametrar for en flerarig
tidshorisont

I den samlade riskanalysen beridknas oférvintade forluster f6r bade en ett- och tredrig
tidshorisont. I det senare fallet innebér det att modellens parametrar behéver justeras. Det
sektorbaserade data som Riksgilden anvinder dr nimligen begrinsade till en ettarig
tidshorisont.

Justeringen av modellens parametrar utférs genom extrapolering av det ettdriga datat,
baserat pa foérenklade antaganden. Forfarandet innebir saledes en teknisk n6dlosning.

3 Dirut6ver bor man sikerstalla att 16sningen till ekvationen 4r just ett maximum, och inte ett minimum, genom att

. . . . 9%l
kontrollera att andra detivatan ar mindre 4n noll, a:f) <0.
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Den forvantade sannolikheten for fallissemang

For enskilda garanti- och lantagares forvantade fallissemangssannolikhet studeras den
kumnlativa genomsnittliga fallissemangsfrekvensen for en trearig tidshorisont baserad pa

rating, dar,(3).

Estimaten for en tredrig tidshorisont idealiseras sedan pa samma sitt som de ettariga
fallissemangsfrekvenserna (se sidan 46—47).

Normerade fallissemangsfrekvenser i respektive sektor

De tidsserier med genomsnittliga fallissemangsfrekvenser for respektive sektor som
Riksgilden har tillgang till 4r begrinsade till observationer pa arsbasis. Utifrin denna
forutsittning har Riksgilden valt att justera respektive bakgrundsfaktor direkt med hinsyn
till en trearig tidshorisont.

Antag att den genomsnittliga fallissemangs-frekvensen i varje sektor pa arsbasis, Xj (1),
foljer en slumpmissig sekvens som stricker sig Gver tre ar, {X ,El) (1),X ,((2) (1),X ,E3)(1)}, dar

respektive slumpvariabel 4r oberoende och likaférdelad.

Antag vidare att den stokastiska processen ir stationir, vilket innebir att varje slumpvariabel

har samma vintevarde och varians.
E[xP @] = ElX, (1] 73)
var|xP ()] = VarX, ()] (74)

Givet de forenklade antaganden som gjorts giller foljande vintevirde och varians f6r den
normerade genomsnittliga fallissemangsfrekvensen i varje sektor for en trearig tidshorisont.

xP0+xP +x3 (1) 1
 3XE[Xk(D)]

E[Sx(3)] =E IE(X,E”(lHX,EZ)(1)+X,E3)(1)) = X[BXEX (1] =1 (75)

Var[S,(3)] Var[ Xlgl)(l)+xlgz)(1)+xlga)(1) l [3xVar(Xg(1))] Var[Xg(1)]
k =
E

OO 0P )| BEGE | 3xEX(DP (76)

Med hjilp av de antaganden och férenklingar som gjorts kan estimaten fg, (3) och 552k 3)
bestimmas med hjilp av flg, (1) och 55%((1).
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Kovariansen

I ndsta steg gors en ytterligare forenkling i och med ett antagande om att korrelationen
mellan de sektorspecifika bakgrundsfaktorerna ar tidsindifferent. Eller med andra ord, att
den inte paverkas av lingden pa tidshorisonten.

PISk(3), 53] = p[Sk (1), Siy(D)] (77)

Detta forenklade antagande, tillsammans med samband (76), innebir i sin tur foljande
uttryck for kovariansen mellan olika sektorer i modellen.

Cov[S,(3),5:(3)] = p[Sk(1),5,(1)] x \/V“T[Sk(3)] X \/Var[Sl(3)] (78)

Givet gjorda forenklingar och kinnedom om p[Sk (1), S;(1)] ér det siledes moijligt att skatta
65k (3),5:(3)].

Atervinningsgraden givet fallissemang

Atervinningsgraden givet fallissemang ir en parameter som inte har nigon koppling till
lingden pa den framatblickande tidshorisonten i analysen.

Samvariationen mellan fallissemang och atervinningsgrad

Aven i detta fall gors ett forenklat antagande om att samvariationen dr tidsindifferent. Det
innebdr att copulafunktionens beroendeparameter for en trearig tidshorisont antas vara
densamma som for en ettérig tidshorisont.
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Exempel pa simulerade portfoljfériuster

Antag en portfolj med fyra stycken lan, dér tre av lanen dr pa 5 miljoner kronor och det
fjarde lanet pa 10 miljoner kronor. Lantagarna i portféljen dr exponerade mot tvé olika
sektorer, sektor A och B, dir sektor B idr mer riskfylld dn sektor A. Lantagare 1 och 2 ar
unikt knutna till sektor A, medan lintagare 3 och 4 dr unikt knutna till sektor B. Vidare giller
att det forsta linet har sikerhet och utgdr dirmed en sikerstilld fordran (§F) medan resten

av linen utgor oprioriterade fordringar (OF).

I tabell 6 nedan redogors for de enskilda lanens belopp, (férvintad) sannolikhet for
fallissemang, exponering mot respektive sektor samt forvantad atervinningsgrad givet
fallissemang och standardavvikelsen 1 atervinningsgraden givet fallissemang.

Tabell 6 Engagemangsspecifika parametrar

Exponering Sannolikhet fér Faktorvikter .Ekter\.rinningsgrad givet fallissemang
fallissemang  Sektor 4 Sektor B Residualen Genomsnitt Standardavvikelse
Lan 1 5 4 % 100 % 0 % 0 9% 60 % 25 %
Lan 2 5 7 % 100 % 0 % 0 % 35 % 30 %
Lan 3 5 1 9% 0 % 100 % 0 9% 35 % 30 %
Lan 4 10 5 9% 0 % 100 % 0 9% 35 % 30 %

I exemplet nedan redogérs f6r 10 stycken simulerade scenarion.

I ett forsta steg simuleras korrelerade utfall (u, v) frin de konstruerade slumpvariablerna U
och V, som uttryck f6r beroendet mellan den genomsnittliga fallissemangsfrekvensen i
ekonomin i stort och den genomsnittliga atervinningsgraden i ekonomin 1 stort. Giver u
beridknas ett utfall, q, pa den generella bakgrundsfaktorn, som uttryck f6r den allminna
ekonomiska utvecklingen. Grvet v utfors i ett senare moment motsvarande berakningar av
utfall pa dtervinningsgraden givet fallissemang for lanen.

Tabell 7 Utfall fér ekonomin i stort

Scenario 1 2 3 4 5 i] 7 ] ] 10
(u, v) 0904 0803 04,09 0502 04,06 0604 03,03 09506 08501 0207
q 1.8 15 0.6 2.0 0,7 11 0.6 21 3,9 0,3

Givet utfallet, q, pa den generella bakgrundsfaktorn fas en forvintad fallissemangsfrekvens i
respektive sektor som speglar den allminna ekonomiska utvecklingen. Utifrin denna
forutsittning simuleras sedan den betingade (normerade) genomsnittliga
fallissemangsfrekvensen i respektive sektor. Ett utfall storre dn 1 symboliserar en nedgang i
sektorn, medan ett utfall mindre dn 1 speglar en uppgang.
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Tabell 8 Sektoranalys

Scenario 1 2 3 4 5 B 7 8 9 10
Sektorspecifika forutsattningar
E(5,10=¢q) 1.8 15 0,6 20 0,7 11 0,6 21 39 03
E(S;1@=9q) 1.8 1.5 0,6 20 0,7 11 0,6 241 3.9 03
Sektorspecifika utfall
.| Q=g 1.8 15 0,6 19 0,7 11 0.6 21 39 03
s5|Q0=4qg 53 25 03 24 01 11 0.8 6.0 29 0.2

I nasta steg beraknas betingade sannolikheter for fallissemang som en funktion av utfallen pa
den (normerade) genomsnittliga fallissemangsfrekvensen i respektive sektor.

Tabell 9 Lantagarnas betingade fallissemangssannolikhet

Scenario 1 2 3 4 5 5] 7 =] 9 10

pilsg) 7.2 % 61% 2.6% 76% 26% 43% 23% 83% 156%9% 12%
palsy) 126% 107% 45% 134% 46% 75% 42% 144% 2¥V2% 21%
palsg) 53 % 25% 03% 24% 019% 11% 08% 60% 29% 02%
palsg) 2659% 127% 15% 119% O07% 56% 39% 302% 144% 10%

Utifran de betingade férutsittningarna i varje scenario beriknas sedan olika utfall f6r
respektive ldn; fallissemang eller ej fallissemang (0 eller 1), atervinningsgraden givet

fallissemang (givet utfallet pa v 1 det fOrsta steget) och den resulterande nettoforlusten.

Tabell 10 Utfall fér enskilda l1an

Scenario 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Fallissemang eller g] fallissemang
Dy 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
by 1 0 ] 0 0 0 0 ] 0 0
by 0 0 ] 0 0 0 0 ] 0 0
D, 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0
Jf\.tervinningsgraden givet fallissemang
o (55,0 %) (44,3 %) (92,1 %) (38,2 %) (69.5%) 56,0 % (46,5 %) (70,2 %) (26,7 %) (75,3 %)
o7 186% (9.6 %) (82,8%) (61 %) (37,6%) (19,7%) (19,7 %) (38,7 %) (20,0 %) (474 %)
rrlOF (18,6 %) (9.6%) (82,8%) (61 %) (37,6%) (19,7 %) (19,7 %) (38,7 %) (20,0 %) (47,4 %)
0% (18,6 %) (9.6%) (82.8%) (61 %) (37.6%) 19.7% (19.7%) 38,7 % (20,0%) (47.4 %)
MNettofdrlust
Ey - - - - - 2.2 - - - -
Ly 41 - - - - - - - - -
Ly - - - - - - - - - -
I - - - - - 8.0 - 6,1 - -
Slutligen beriknas slutligen den samlade portfoljforlusten.
Tabell 11 Samlade portféljforluster
Scenario 1 2 3 4 5 6 7 g8 9 10
Loz 41 0.0 0.0 0,0 0.0 10,2 0,0 6,1 0.0 0.0
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Appendix

I detta appendix presenteras hirledningar for ett urval av samband och resultat som ir
betydelsefulla i utformningen av den valda portféljmodellen.

Standardavvikelsen for produkten av tva oberoende slumpvariabler

Standardavvikelsen avseende produkten av tva oberoende slumpvariabler, X och ¥ —en
generell notation som uttryck for vilka slumpvariabler som helst — kan hirledas med
utgangspunkt i definitionen av variansen i det univariata fallet.

Var(X) = E(X?) — E(X)? (79)

Definitionen av variansen for en produkt av tva oberoende slumpvariabler kan utryckas pa
motsvarande sitt.

Var(X xY) = E[(X X Y)?] — E[X x Y]? = E(X?) x E(Y?) — E(X)? x E(Y)? (80)

I ett algebraiskt mellansteg liggs termen E (X)? X E(Y)? till sambandet och dras ifrin
samtidigt (vilket innebar att samband (80) dr of6rindrat).

Var(X x Y) = [E(X2) x E(Y2) — E(X)? x E(Y)2] + [E(X)? x E(Y?) — E(X)? x
E(Y)?] (81)

I och med den algebraiska omskrivningen i samband (81) kan termerna E(Y?) och E(X)?
brytas ut.

Var(X xY) = [E(X?) —EX)?] X E(Y?) + [E(Y?) —E(Y)?] X E(X)? (82)
Samband (82) kan sedan férenklas med hjilp av definitionen av variansen i samband (79).
Var(X X Y) = Var(X) x E(Y?) + Var(Y) x E(X)? (83)

Eftersom termen Var(X) X E(Y?) ir av andra ordningens moment ar det fordelaktigt att
utveckla samband (83) ytterligare (fOr att fa ett dnnu enklare uttryck).

Genom att dnnu en gang utnyttja definitionen av variansen inses att hjilputtrycket,
Var(X) x Var(Y) = (84)
[E(X?) — EQO?] x [E(Y?) — E(Y)?]

angeniamnt nog kan skrivas om pa ett andamalsenligt sitt.
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Var(X) x Var(Y) = [E(X?) — E(X)*] x [E(Y?) — E(Y)?] (85)

Genom att sedan ersitta Var(X) X E(Y?) med Var(X) X Var(Y) + Var(X) x E(Y?) i
samband (83) si finns inte lingre ndgon term av andra ordningens moment. Det som blir
kvar dr endast kvadratiska potenser och dirmed ett mer litthanterligt uttryck.

Var(X xY) =Var(X) x Var(Y) + Var(X) X E(Y?) + Var(Y) X E(X)? (86)

Parvisa fallissemangskorrelationer

I enlighet med definitionen av en korrelationskoefficient, p, giller féljande uttryck for den
parvisa korrelationen mellan tva indikatorvariabler.

Cov(DyD;) _ E(DixD;j)—E(Dy)xE(D;)
S()xS(D))  Var(Dpx,Var(D,)

p(D;, D) = (87)

Med hinsyn till att varje enskild fallissemangssannolikhet ir en funktion av den

gemensamma bakgrundsvariabeln X kan termerna i uttrycket utvecklas pa foljande vis.

Analogt med hirledningen i samband (16) pa sidan 21 giller att E (D;), och motsvarande
term E'(D;), ges av féljande uttryck.

E(D;) = Ex[E(D; | X)] = E[p:(X)] (88)

Resultatet 1 samband (88) tillsammans med antagandet om betingat oberoende méjliggor

foljande omskrivning av termen E (Di X Dj).
E(D; x D;) = Ex[E(D; | X) X E(D; | X)] = E[pi(X) x p;(X)] (89)

Med stéd av definitionen Var(D;) = E (Diz) — E(D;)? kan slutligen variansen for

respektive indikatorvariabel utvecklas.
Var(D;) = Ex[E(D; | X)*] — E[E(D; | X)]* = (90)
E[1?xP(D =1 | X) +0%2xP(D = 0|X)]— E[E(D; |X)]2 =

E[p:()] — E[pi(X0))? = E[p: ()] x (1 = E[p:()])

Utvecklingen av de termer som redogjorts for resulterar i féljande generella uttryck f6r den
parvisa fallissemangkorrelationen mellan tva garanti- eller lantagare i en garanti- och
utlaningsportfol].

£, c0xp, 0] -£[p,00] <E[p, 0]

)

p(D;, D;) = (91)
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Parvisa fallissemangskorrelationer for identiska garanti- och lantagare

Antag en portf6lj dir varje garanti- och lantagares indikatorvariabel har exakt samma
egenskaper.

Detta innebir i sin tur att,
P(D;=1)=P(D; =1) = p(X) 93)

dir den gjorda férenklingen mojliggor foljande omskrivningar.

E(D; x D;) = E(D?) = E[p(X)?] 94)
E(D;) x E(D;) = E[D]? = E[p(X)]? (95)
S(D;) x S(D;) = S(D)? = Var(D) = E[p(x)] x (1 — E[p(X)]) (96)

Dirmed kan det generella uttrycket i samband (91) skrivas om pa foljande satt.

2\_ 2
p(Di,D;) = E'?ﬁ'iiffxzfgfﬁffn> - E[p(xl)llczgf—(?[i(xn) On
Gammafoérdelningens vantevarde och varians
For en gammafdrdelad slumpvariabel giller foljande uttryck for vintevirdet.
a-1x~(7)
E() = [y y X r—dy 98)

dir a och B ir fordelningens form- respektive skalparameter medan I'(.) ger uttryck for
Gammafunktionen.

Genom att utféra multiplikationen med y fas féljande omskrivning av integralen i samband

98).

o y(““)_lxe_(%)

EW) = Jy —Fara % (99)

Uttrycket 1 samband (99) paminner om tithetsfunktionen f6r en gammaférdelning med

formparametern @ + 1 i stillet for @, sd nir pa f%och Gammafunktionen i nimnaren.

For att gi vidare forlings bide nimnaren och tiljaren med .
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Yy
0 y(‘”l)_lxe_(F)
E(Y)=p8 X fo @ Dxr(a) dy (100)

I nasta steg utnyttjas att gammafunktionen har féljande egenskap.
l'Na+n)=(a+n—-1Dx(a+n—-2)X..X(a+ 1al(a) (101)

Genom att forlinga bide tiljaren och nimnaren med a utnyttjas att I'(a + 1) = al'(a).

. y(“"'l)‘lxe_(%)

E(Y)=((l><ﬂ))(f0 mdyz(axﬁ)xFy(oo;a+1,ﬂ) (102)

Eftersom fordelningsfunktionen Fy (00; a + 1, ) ir lika med ett fis slutligen foljande
resultat.

EY)=axp (103)

Variansen f6r en gammaférdelad slumpvariabel bestims analogt med hinsyn till termen

E(Y?) i definitionen av variansen, med hjilp av argumentet @ + 2 i stillet for a + 1.

o y(‘”z)_lxe_(%)

2\ 2 A
EY?) =[la+D xaxp]x[ B Dxr(atz) Y

(104)

Med hinvisning till samband (104) kan (& + 1) X @ X 2 kan skrivas om som (@ X B)* +
a X 32, vilket medfor att,

E(Y?) =EY)?+ ax p? (105)
som med hinsyn till definitionen f6r variansen ger féljande resultat.

Var(Y) =E(Y) —E(Y)2 = E(Y)?+ a x B2 — E(Y)? = a x B2 (106)

Sektorfaktorernas vantevarde och varians

Det obetingade vintevirdet f6r varje bakgrundsfaktor i en sammansatt gammamodell ges av
foljande samband.

E(Sk) = EQ[E(Sk | Q)] (107)

Med hinvisning till samband (35) giller att,

E(Sk | Q) = ay X Py (108)
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Eftersom formparametern @ ir en linjir funktion av den generella bakgrundsfaktorn Q (se
samband (34) p4 sidan 36) och E(Q) = 1 (se samband (32) p4 sidan 36) fis slutligen
toljande resultat.

E(Si) = El(ag x Q) X Bl = E(Q) X (g X By) = ag X Py (109)

Motsvarande uttryck for respektive bakgrundsfaktors obetingade varians utvecklas med
utgangspunkt i lagen om total varians.

Var(S) = EqlVar(Sy | Q)] + Varg[E(S, | Q)] (10)
Samband (27) och (28) pa sidan 31-32 ger kinnedom om,

Var (S, | Q) = ay X B§ (111)
E(Sk 1 Q) = ay X B (112)
vilket med hinvisning till samband (110) medfér foljande uttryck.

Var(s) = El(a x Q) x B2] + Varl(a; x Q) X fi] (113

Med st6d av att E(Q) = 1 (se samband (32) pa sidan 36) och Var(Q) = 2 (se samband
(33) pa sidan 306) kan samband (113) utvecklas ett ytterligare steg.

Var(S,) = aj X B2 + 72 X (aj X Br)? = Br X E(Sy) + 62 X E(5,)? (114)
Eftersom E(Sy) = 1 fis slutligen foljande resultat.
Var(Sy) = By + 72 (115)

Kovariansen mellan olika sektorfaktorer

Kovariansen mellan olika sektorfaktorer, Sy och S;, bestims med hjilp av den
grundliggande definitionen.™

Cov(Si, S1) = EE(Sk | Q) X E(Si | Q)] = EQ[E(Sk | @1 X Eq[E(S; | Q)] (116)

Med hinvisning till samband (107) pa sidan 62 kan uttrycket i samband (116) utvecklas pa
toljande vis,

Cov(Sk, $1) = E[([ay X Q] x i) x ([a7 x Q] X By)]

% Cov(X,Y) = E(X xY) — E(X) x E(Y).
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—E[(az X Q) x Bi] X E[(a; X Q) X B1] (117)

Samband (117) kan sedan vidareutvecklas.
Cov(Sk, S1) = E(Q®) X [(ai X Bi) X (a7 X B)] —
[E(Q) X (ai X Bi)] X [E(Q) x (@i X Bic)] (118)

Med hjilp av att E(S) = ay X By och E(S;) = a; X By (se samband (109) pa sidan 63)
fas,

Cov(Sy,S;) = E(Q?) X [E(Sk) X E(S)] — E(Q)? x [E(Sy) X E(S))] (119)

dir vetskapen om att E(Si) = 1 och E(S;) = 1 gor det mojligt att forenkla sambandet ett
steg till.

Cov(Sy, ) = E(Q*) — E(Q)* = Var(Q) (120)

Med hinvisning till att Var(Q) = G2 (se samband (33) p4 sidan 36) innebir det foljande
resultat.

Cov(Sy, S;) = a2 (121)

Betafdrdelningens véantevarde och varians

Det analytiska uttrycket for en standardiserad betaférdelnings vintevirde tas fram pa samma
sitt som for gammafordelningen (se sidan 61-62). Det innebir att uttrycket,

_ yY Ix(1-y)e?t
E(Y) - fo y X B(Y,E) (122)
kan skrivas om som,

oy 1yIr+D-1x(g—y)e-t ,
E(Y) = Gro X Jy 500 dy = Gro X F,(L; v+ 1,6 (123)

genom att utnyttja foljande samband mellan Betafunktionen, B(.), och Gammafunktionen,

re).

_ Iry)xr(e)
B(y,e) = Troee (124)

Eftersom Fy(1; ¥ + 1, €) ir lika med ett erhalls foljande resultat.

E(Y) = (VZE) (125)
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Motsvarande uttryck for den standardiserade betaférdelningens varians tas fram analogt med

hinsyn till termen E (Y?) i definitionen av variansen,

2\ y+y 1yr+2)=1yx(1-y)e-1
E(Y )= y+1+e)x(y+e) fO B(y+2,€) y (126)
vilket leder till f6ljande resultat.
_ 2y _ 2 rDxy (v VL yxe
Var(v) = E(v?) - E(N)? = L= — (o) = L (127)

Transformering av fordelningsfunktionen

Antag en kontinuetlig slumpvariabel ¥ med fordelningsfunktionen Fy(y) , dir Y kan tillhora
vilken férdelning som helst. D4 giller att den konstruerade slumpvariabeln U = Fy ()
tillhor en likformig fordelning i intervallet noll till ett, U~Lik(0,1).

Fw)=PU<wW)=PFX)<sw=PY<FK'W)=FKF'W)=u (@128

Resultatet i samband (128) stimmer 6verens med,

0 for u<a
Fy(w) = g for € [a,b) (129)
1 for u=b

vilket fér a = 0 och b = 1 ir lika med just u.

Copulafunktionen
En simultan fordelningsfunktion, Fz, 7, (24, 2,), med argumenten F 7 (uy) och F. Z (uy)

utgdr en copulafunktion, vilken i sig dr en simultan férdelningsfunktion f6r Uy och U, (vilka
tillh6r en likformig férdelning pé intervallet noll till ett).

le,zz (Fz_ll(uﬂ,Fz_ll(uﬂi 5) = P(Z1 < Fz_ll(uﬂ,zz < Fz_zl(uz)) = (130)
P(U1 < le(zl), UZ < FZZ(ZZ)) = P(Ul < Uq, UZ < uz)

En copulafunktion, € (uq, Uy; §), med argumenten Fy L (x1) och Fy, (x,) aterger i sin tur den

simultana férdelningen f6r X1 och X,.
C(FXl(xl):FXz (x2);6) = P(Uy Suy, Uy S up) = (131)

P(Fx_ll(uﬂ < x1:Fx_21(u2) < xz) = P(X; < x1,X; < x3) = Fy, x,(%1,%3)
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Derivering av log-likelihood-funktionen

For att underlitta deriveringen av log-likelihood-funktionen, [(p) , i samband (71) skapas
tvi hjilpfunktioner, g(p) och h(p),

1
90) =305 (132)
h(p) = d~1(2®)* = 2p0~1(2®) x
—1(5®) Sifp2 4 27 @®) | e71(0)°
o~ (9W) + 071 (0W)" + ———+— (133)
vilket medfor foljande forenkling.
1(p) = —ZIn(1 — p?) = XT_; g(p) X h(p) (134)

Med hjilp av produktregeln ar det sedan en rattfram uppgift att bestimma derivatan f6r log-
likelihood-funktionen.”

V() = s — Bt [ X (p) g (p) x 2(071(2V) x 971 (6®))] (139

Genom att férlinga biade nimnaren och tiljaren i samband (132) med (1 — p?) ir det sedan

mojligt att bryta ut termen ﬁ ur summan i samband (135).
' Tp 1
[ (,0) = (1-p2) - (1-p2)2 X ’{=1[p X (136)

h(p) — (1 — p?) x q§—1(ﬁ(t)) x (p—l(ﬁ(t))]

I ndsta steg utvecklas samband (130),

’ __TIp 1 T
l (p) - (1_p2) (1_p2)2 X tzl[p X (137)

o-1(a®)’ = 2p20~1(2®) x &~ 1(5®)+

o=1(p®)’

—1(5(0))?
px¢‘1(ﬁ(t))2+px#+px -

~(1=p?) x @71 (a®) x o71(9)]

3 0m f(x) = g(x) X h(x) giller att f'(x) = g'(x) X h(x) + g(x) X h'(x).
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for att term for term sedan forkortas till foljande resultat.™

’ __pT 1
V) =G5 ~ apme X (158)

T
3 3
Z I:?p X (p—l(ﬁ(t))z _ (1 + pZ) X (p—l(ﬁ(t)) X (l)_l(ﬁ(t)) + 7p % (p_l(‘{]\(t))zjl
t=1

38 Diar —2p2 — (1 — p?) skrivs om som —(1 + p?).
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